ہیں ما 


). الدکٹوڈ 
بعر ہیں 
أستاذ في قسة الرياضات 








منتشورات 3امعة كلب 
كلية العلوو 







التحليل العددي 


الرکترر 


نصر الريس, عيد 


أستاذ في قسم الرياضيات 


لطلاب السنة الثالثة مديرية الكتب والمطبوعات الجامعية 
قسم الریاضیات ٢ھ‏ - ۲۰۱۱م 


الف رسس 











الموضوع رقم الصفحة 

الفهرس 5 
المقدمة 1 

الفصل الأول 

الأخطاء 

(1-1) الخطأ الطلق 2 
(1-2) الخطأ النسبي ۸ 
(1-3) الخطأ المرتكب ۸ 
(1-4) الخطأ المثوي 18 
(1-5) أخطا التوابع والعلاقات ۸۸ 
(1-6) دقة الأعداد 5 
(1-7) الخطأ التسبي المرتكب في تدوير عند ما ۳ 
(1-8) تراكم الأخطاء ۳٣‏ 
o‏ 

الفصل الثاناق 

حل المعادلات الجبرية غير الخطية ومعادلات كثيرات الحدود 

(2-1) طريقة التنصيف ۳ 
2) طريقة التقريبات المتتالية ٤‏ 
(2-3) طریقة نیوتن (الماسات) ين 





طريقة نيوتن 4 


(2-3-2) معدل تقارب طریقة تیوتن ۵ 
































)24 القاطع) للاغرانج f‏ 
(2-5) استخدام الاستيقاء العكسي 8 
(2-6) طريقة نيوتن المعدلة (طريقة التركيب) 4 
٦٦‏ 

"r 

520 

(2-8) طرائق جديئة 8 
(2-8-1) الطريقة المهجينة الجديلة £ 
(2-8-2) طريقة نيوتن المعدلة 0 
(2-8-3) طریقة تکراریة جديدة متقاربة تربيعياً ۸ 
(2-9) حل جملة معادلات غير خطية ۰٣‏ 
(2-10) طريقة نيوتن لحل جملة معلالات غير خطية 74 
(2-11) طريقة نيوتن المعدلة باستخدام منشور تايلور الم ۷ 
(2-11-1) تعمیم طر تن فی حل معلالات غير خطية ۸ 
(2-12) أصفار كثيرات الحدود ۸ 
) حساب قيمة كثيرة حدود في یقة ھورٹر) ۸ 

۸٤ 





الفضل الثالث 
الطرائق العددية لحل جملة المعادلات الجبرية الخطية 


وتعيين القيم الذاتية (الخاصة) 








(3-1) طريقة احور (غوص - جوردان ) ۰۸ 
(3-2) طریقة غوص يلل 
(3-3) حالة االصفوفات الحزمية Né‏ 





04 


٦٦ 


٣ 


و 


- « HONS 


4 





کوان 
(3-5) طريقة مقلوب الصقوقة 


(3-6) طريقة جاكوبي 





(3-7) طریقة قوص - سای 





(3-8) مسألة القيم الخاصة وحل جمل المعادلات الجير 





اراب رات 
تمارین 
القصل الرابع 
تقریب التوابع باستخدام الاستیفاء الداخلي 
(4-1) مسألة الاستيفاء الداحلي 


(4-1-1) کثیرۃ حدود الاستیفاء الداخلي للا 








:-4) خطا الاستیفاء الداخلي للاغرانج 

(4-1-3) الفروق القسومة 

(4-1-4) علاقة نيوتن للاستيفاء الداخلي بدلالة الفروق المقسومة 
(4-1-5) الفروق اغدودة 


(4-1-6) كثيرة حدود نيوتن للاستيفاه الدا 





(4-1-7) الاستيفاء بطريقة آتيكن 


الفطل الخامس 
الاشتقاق والتكامل العدديان 





۹ 


۳ 


1 


٤٤ 


۹ 


3 


0 


Ww 


WwW 


۷۵ 


۸ 


۸ 














(ذات الفروق اخلفیة) ١‏ 

(5-3) التكامل العددي ل ٠‏ 
۷ 
٦‏ 
(5-3-3) قاعدة شبه المنحرف (المركية) ۸ 
(5-3-4) حساب الخطأ بطريقة شبه المنحرف (المركية) N‏ 
(5-3-5) قاعدة سيميسون (المركبة) N‏ 
(5-3-6) حساب الخطأ بطریقة سيميسون (المركبة) ۲٣۰‏ 
(5-3-7) طريقة وومبرغ Nr‏ 
(1-5-9) طريقة ميف (علاقة تشيبشيف ۷ 
(1-5-10) علاقة غاوص التربيعية في التكامل العدحي ۳ 
(1-6) الحالات الشافة في التكامل ۳٣۷‏ 
تمارين A‏ 


الفصل السادس 
الحلول العددية للمعادلات التفاضلية العادية 


المعادلات التفاضلية 





ذات الشروط الابتدائیة 





fo 
العادلات‎ )8-1( 
۷ 
تقريب‎ )8-2( 

۷ 
(8-3) طر 


(6-7) المعادلات ١‏ الخطية من المرتبة الثانية ۸۶ 





۸ 





٦ 
۸ 
N 
N. 
N 
Nr 
۲۷ 
Mm 
۳۷ 


A 


العادية 


۳۸ 
٢ 

۴ 
to 
۷ 
ۂ۷‎ 


YA 








القصل السابع. 
ب التوابع باستخدام طريقة المريعات الصغرى 
توابع تشيبشيفد توابع لوجندر. تقريب بادي 


بعات الصغری 





(7-1) طري 





(7-1-1) تطبيقات أولية (في الإحصاء الرياضي) 
(7-2) حساب الأخطاء 


(7-3) طريقة المربعات الصغرى من أجل ال 








(7-4) التقریب باستخدام كثيرات حدود (توابع) تشييشيف 
(7-4-1) تعريف كثيرات حدود تشييشيف 
(7-4-2) كثيرات حدود تشيبشيف كحل لعادلة تفاضلية 


(74-3) 





(7-4-5) استخدا 





(7-5) التقريب باستخدام كثيرات حدود (توايع) لوجندر 


(7-5-1) بعضی خواص کثیرات حدود لوجندر 





(7-6) تقريب التوابع الكسرية 


تمارين 
القصل الثامن 
الحلول العددية للمعادلات التفاضلية الجزنية 
حل المعادلات التفاضلية الجزئية المكافنية 
(8-1) المعادلات التفاضلية الجزئية 


تبة الثانية 





اشتقات بدلا انحدوة 





الصريحة أو الظاهرية» 





7 
n 
۳۹ 


۴ٔ 


We 
7 
wo 
mM 
mM 
mM 
۸ 


Wr 


۸۹ 
٣٣ 


۹ 





(8-4) الشروط الحدية التفاضلية 
(8-5) طريقة الفروق المتتهية (الطريقة الضمنية-كرانك- نيكلسون) 
جاكوبي 


غوص- سايئل 





(8-6) طر 








(8-7) طريا 
(8-8) طریقة الاسترخاہء المتتالي 

(8-9) المعادلات المكافئية (من أجل بعدين) 
(8-10) مسألة التقارب واستقرار ا حل 


(8-10-1) معلبكة مسألة التقارب تحليلياً 





(8-10-2) دراسة الاستقرار تحليليا (الطريقة المصغوفاتية ) 
(8-11) طريقة كرائنك تيكلسون الضمنية 
(8-12) التقارب من أجل شروط حدية على شكل 





(8-13) معادلات كرانك- نيكلسون 
(8-14) تقارب طریقة غوص-سایدل التکراریة 

حل المعادلات التفاضلية الجزئية الناقصية 
(8-15) طريقة الفروق المنتهية لحل المعادلات الناقصية 


(8-16)مسألة الشروط الحدية التفاضلية لمسألة ١‏ 





ار الحرارة 
(8-17) الفروق المنتهية في الإحداثيات القطبية 
(8-18) علاقات المشتقات بالقرب من حدود منحني 
عند استخدام شبكة مربعة 
(8-19) طريقة تحسين دقة الحل- شيكة "ريشاردسون” 


(8-19-1) طريقة تصغير الخطوة 





(8-19-2) طريقة التصحيح 


(8-20) توضيحات لحل مجموعة المعادلات الفرقية الناقصية 


۹ 
٣ 


٣ 


۳۴ 


۳ 








(0د) تا 






































۳٣٢ الطرق التكرارية ةللعادلة التغاضلیة الناقصیة)‎ )8-21( ٦ 
EY طريقة جاكوبي‎ )8-21-1( 4 6 
EY طریقة غوص-سلیدل‎ )8-21-2( TY 
Ef طريقة ليبمان في الاستيفاء الخارجي‎ )8-2 ۲ 
f دراسة تقارب طريقة ليبمان في الاستيفاء الخارجي‎ )8-21-4( o 
to و (8-21-5) طریقة الاتیاعات التناوبة (الضمتیة)‎ 
۳۷ طريقة الاسترخاء‎ )8-21-6( 0 
المعادلات التفاضلية الجزنية الزاندية‎ N 
الطريقة التحليلية. طريقة الفروق المنتهية‎ 1 
۳ الخل التحليلي للمعادلة التفاضلية الزائدية من المرتب‎ )8- 5 
۳٣ الحالة العامة-(طريقة المميزات)‎ )8-22-1( 
ر‎ 
ror الحل - التحليلي- للمعادلة التفاضلية الزائدية‎ )8-: 7 
(بطریقة المیزات)‎ 
بطري‎ ۳ 
ov طريقة الفروق النتهية‎ )8-23( 
المعادلات شبه الخطية م‎ )8-24( mo 
٢ ١ معادلة‎ )8-25( ٣ 
r 5 تعریف‎ )8-25-1( wr 
طرق عددية متقدمة في حل المعادلات التفاضلية الجزنية‎ e 
ك۳‎ 
٣٦٦ 
mv 
۳٦ 
۳٣۳۷ 
Fv التوزیعات‎ )8-29( 
A 
۳۸ مفهوم الاشتقاق في قضاء التوزيعات‎ )8-29-1( 3 
4 


(8-30) فضاءات سويولوف 


1 








(8-31) مسائل القيم الحدية 
(8-31-1) الطريقة المتحولية -الحل الضعيف 
(8-31-2) الشكل المتحولي و الحل الضعيف 
(8-31-3) علاقة غرين 
(8-31-4) نظرية لاكس - ميلغرام (وجود ووحدانية الخل) 
(8-32) طريقة كالركين 
(8-33) طريقة العناصر المنتهية 
(8-34) طريقة رايليه-ريتز )Rayeih-Ritz)‏ 
(8-34-1) حل مسألة ديريخليه (160ا160©) الحدية ( ببعد واحد) 
(8-34-2) حل مسألة ديريخليه ٥(‏ لال 0:87) ا حدیة 
( بعد واحد) بطریقة (عانظ-طكہ1زھ3) 
(8-34-3) حل مسألة ديريخليه 0٥ت‏ نتذا) ا حدیة 
( ببعد واحد) بطریقة الفروق المنتهية 
(8-35) الحل بطريقة الفروق المنتهية 
(8-36)طريقة العناصر المنتهية - حالة بعد واحد 
(8-37) طريقة كالركين (تقريب المسائل الناقصية» 
(8-37-1) مسألة بواسون (ببعدين) 
(8-38) طريقة العناصر المنتهية (المثلثاتية ببعدين) لمسألة يواسون 
(8-39) تقريب الطرق المكافثية -مسألة الحرارة من أجل 
(8-39-1) الحل العددي- طريقة أولر الآمامية 
:-معادلة النقل (الانتشار) 





(8-40) تقريب المسائل الزا 





ومعادلة الأمواج مسألة الانتقال(الانتشار) 
(8-40-1) مسألة الانتقال(الانتشار) 


کے کا کہ ہے ہا ہے 


و ات 


N 


N 


۳۸ 


Mm 


™ 


۳۰] 


۵ 





ہے 


(8-41) معلبحة السألة باستخدام القروق النتهية الطريقة الصريحة- 


(8-42) الخطط غير المر 





-- العلویة-8۵۵متا 





(8-43) غطط لاکس- ×ھا 

(8-44) غطط لاكس- ووثدروف 7/ومومع /لآ- حهآ 
(8445) غطط عہ5- Leap‏ 

(8-46) معادلات الأمواج 

(8-47) حل مسألة الأمواج في حالة خاصة 

الفروق المنتهية 
(8-47-2) خطط الفروق ال منتهية 





(8-47-1) الحل بطر 


قارین 


اجع العلمیة 





دليل الصطلحات العلمیة 














المقدمة 

أعد هذا الكتاب لطلاب المرحلة الجامعية الأولى في السنة الثالثشة بقسم 

الرياضيات طبقاً لمنهاج مقرر " التحليل العددي * النحند في الخطة الدراسية الجديلة 
لطلاب كلية العلوم. 

إن مفردات هذا امقر عديئة وقد تطلب هذا العمل الرجوع إلى الكثير من 


المراجع والكتب الدراسية الأجنبية والعربية (المذكورة في المراجع) وتم بذل جهد غير 





قلیل فی سبیل تنسیق مفاعیم هذا المقرر وإعداد علد كبير من الآمثلة والتمارين المناسبة 
والحديثة جداً. 

يتضمن هذا الكتاب ثمانية فصول يمكن أن نعرضها كما يلي: 
الفصل الأول: ويتضمن دراسة موضوع الأخطاء وهو من المواضيع الهامة في التحليل 
العندي وبالتالي في كافة العلوم التي تستخدم هذا العلم. 
الفصل الثاني: وقد تضمن الطرائق العندية المتعددة لحل المعلدلات الجبرية غير الخطية 
وكذلك معادلات كثيرات ا حدود 
القصل الثالك: وقد تضمن الطرائق العندية لحل جمل المعادلات الجبرية غير الخطية 
وكذلك تعيين القيم الذاتية نظراً لأهمية هذه المواضيع التي طرحت بشكل حديث جداً 
تناسب حتی الباحثین من طلاب الدراسات العليا وغيرهم. 
الفصل الرابع: وقد تضمن الطرائق العددية المختلفة لتقريب التوابع باستخدام طرائق 
الاستيفاء الداخلي. 
الفصل الخامس: ويتضمن هذا الفصل الطرائق العددية في الاشتقاق العدحي و التكاسل 
العلدي تم فيه بحث مسألة الاشتقاق العددي باستخدام علد من كثيرات الحدود 










تي الفروق الأمامية ثم الخلفية. 





شبه المنتحرف (البسيطة والمركية) 


الفصل السسادس: تم فيه بحث مسألة الحلول العددية للمعادلات التفاضلية العادية 





باستخدام طرق التحليل العدديء مثل أولر وطر 


تايلور وطر 








انج كوتا و دراسة حل موضوع المعادلات الفرقية الخطية من المرتبة 





الفصل السابع: وتضمن هذا الفصل نظرية التقريب يطرق عديئة مثل 





الصغرى وطريقة التقريب باستخدام كثيرات حدود تشييشيف 





بطريقة بادي. 
الفصل الثامن: تم فيه دراسة حل المعادلات التفاضلية الجزئية المتعددة الأنواع؛ المعلالات 


التفاضلية الحزئية المكافثية و دراسة موضوع استقرار الحل؛ حل المعادلات التفاضلية 





المزئیة الناقصیة المعادلات التفاضلية الجزئية الزائدية بطريقة القروق المتتهية. تم أيضاً 
التطرق لبعض الطرائق العددية المتقدمة في حل المعادلات التفاضلية الحزئية وخاصة 
طريقة العناصر المنتهية. 

إن مواضيع القُحليل العدحي من المواضيع الهامة جداً في الميادين العلمية المختلفة 
ية من دراسة التحليل العددي ولغات 


البريجة المتعدحة ولذلك فقد تم حل الكثير من الأمثلة العددية المتنوعة لتدريب الطالب 





ولا غنى لكل الفروع العلمية وخاصة | 


على حل الكثير من التمارين التي يمكن أن يواجهها في حياته العملية أو يمكنه أن 
يستفيد منها بشكل مماثل. 





أخيراً آمل أن أكون قد وفقت في 


الغدف المنشود من تأليف ھذا الکتاب۔۔۔ 





وأشكر زملائي الذين استفدت من مراجعهم ولكل من يقدم لي ثقداً بناهً لتجاوز 
الحقوات التي قد ترد في هذا الكتاب. 
والله الموفق 
حلب فيا /١٠۰۷۷۱م‏ 
المؤلف 
نصر الدين عيد 








الفضل الأول 
حساب الأخطاء دده 


إن التحليل العددي هو علم التقريب حيث يتم استخدام طرق علدية لحل 
المسائل المعقدة وغير القابلة نلحل بالطرق التحليلية وينشأ عن استخدام هذه الطرق 
العددية أخطاء يجب معرفتها عند الحصول على أي إجابة وذلك لكي نحكم على قبول 
هذه الإجابة أو رفضها. 
هناك عدة أنواع من الخطأ أهمهة 
1- خطا المعطيات (204:7:8) الناتبة عن حل المسائل التي نمحصل عليها من التجارب 
العملية غير الدقيقة بشكل كاف أو التي نأخذها مقربة لقيم حقيقية وذلك للتسهيل 


مستخدمين بذلك قواعد التدوير مثلاً. 





2- خطا الطر, عن الاستعاضة عن علاقة رياضية معقلة مثلاً بعلاقة أخرى أبسط 





تج 
منھا۔ ومثال ذلك استخدام طريقة شبه المنحرف مثلاً في حساب قیمة التکامل ا حدود 





3- الخطأ المقتطع: والناتج عن اعتيار أن مجموع السلسلة غير المنتهية مثلاً هو علد من 
حدودھا۔ 


4- أخطاء الحاسب الآلي: ناتهة عن الحاسب نفسه قمثلاً لنفرض أن لدينا حاسب بحيث 





أن كل علد فيه > نوي على خمسة أرقام فقط وإنتا نريد جمع العلدين 9.2654 و 





5. إن المجموع هو 16.4279 وهو يحتوي على ستة أرقام عندئة الحاسب 


لايستطيع تخزين هنه الأرقام وبالتالي يقوم يتدوير الأرقام الستة إلى 16.428 . 
أخيراً هناك أخطاء مهملة مثل الخطأ الشخصي الناتج عن الشخص الذي يقوم 
بعملية القياس لتجربة ما مقارن 








بشخص آخر يقوم بعملية القياس لذات التجر 


يمكن أن تعير عن الأخطاء عادة بثلاثة طرقة 








: Absolute error الخطأ المطلق‎ )1-1( 


ويعرف بأنه عبارة عن الفرق بين القيمة الحقيقية والقيمة التقريبية ويرمز له 


حيث × هي القيمة الحقيقية (الدقيقة) و ,× القيمة التقريبية المحسوبة أو 
التقريبية التجريبية: استرمز للخطأ المطلق ب ۴ بدلاً من ,۴ إذا م يكن هناك التباس 


للسهولة). 
(1-2) الخطاً لني Relative error‏ : 

وهو عيارة عن الخطأ الطلق مقسوماً على القيمة الحقيقية. حيث إن الخطاالمطلق 
لايعطي فكرة حقيقية عن دقة القياس مثلا : لو قسنا طول غرفة وطول المسافة من حلب 
إلى دمشق وكان الخطأ المطلق نفسه فالسؤال هو أي القياسين أدق. طبعاً المسافة من حلب 
إلى دمشق أدق وبالتالي لمعرفة ذلك تم إدخال التعريف السابق والذي يرمز له بذ 
)1-1( کی 
(1-3) الخطأ المرتكب: 

وهو عبارة عن إحلى القيمتين: 
)12( لجيه و × 
أي أن : 

E=|ja,|=|x-x, 

Percentage error الخطاً المنوي‎ )1-4( 

وهو عبارة عن الخطا النسبي مضروباً ب 100 . أي يساوي ,1008 . 
(1-5) أخطاء تمثيل التوابع والعلاقات: 

إن الأخطاء المرتكية يسيب تمتيل التوابع يمكن تحديدها بعلاقة خطأ عامة كما يلي: 











تابع للمتحولات المستقلة ,× : (1....,5 - 3) ويحيث إن كل من هذه المتحولات خاضع 


۸x, للخطا‎ 





1 - 1) على الترتيب ‏ عندئذ يوجد خطأ 43 للتابع بحيث يكون: 
+Ax.) (14)‏ یرجھ + ب)؟ - الك +21 
إن الطرف الان من هته العلاقة يكن تشره على شكل سلسلة تايلور ٣0ارة!‏ 





٥ئ5‏ لعدة متحولات قنجلة 


ES 








وبالتالي فإنه يسمح بتجاهل التربيع واجداءات واا 
وبكتابة تقريب المرتبة الأول 

a 
Ox, 


وإذا طرحنا الآن (1-3) من (1-5) محصل على 


(1-5) ×ھ _2+(ب×,..,ب×)۶ > اھ +لز 








)16( و ا 
چ 3 
إن العلاقة (1-6) هي ة الأولى لخطأ التابع. كما أنه يمكن ملاحظة أنه 


لدينا نفس التعبير كما للتفاضل الكلي للتابع ۸ وكذلك فإن علاقة الحطاً التسبي 








_ عد 20 _ اله‎ 
"N &N 











إن علاقة الخطأ يمكن أن تطيق على كل التوابع وتفيد بتقدير أي إجراء يمكن أن 
يعبر عنه على شكل علاقة. 





مثال (1) : لنعتبر العا 











المشتقات الجرئية: 
N _ ay‏ 
z‏ کے 
ON _ 3×‏ 
aw z‏ 
وبالتالي مجد ان: 


AN = 6xyz?Ax +3xX? Z7 Ay — gx YZ Az 


۷ 


نستبدل في هذه العلاقة قيم الا 





'خطاء »نك , لاك , عنش والمشتقات الجزئية تقدر في 
النقطة المرغوبة ( ,2 رلا,,) 


بشكل عام الأخطاء ننة ,لاك ,4 يمكن أن تكون موجبة أو سالبة وإذا لم تحدد 





الك 





ج5 |+| بره ”نر *3 |+ | حة و6 |- 
من المهم ملاحظة أن هذه هي القيمة الأعظمية للخطأ وهذا يعطي حد أعلى 
an upper bound on the error Îb‏ . 


Ax = Ay = Az = 0.005 





عندئذ الخطأ الأعظمي عند النقطة ( 1 , 1 , 1) يكون: 


0.090 = )18(0.005 =)9(0.005 + )0.005( . 3 + (6)0005 - مالك 








إِن قیمة التابع عند النقطة (1 , 1 ,1) تکون : 3= N‏ والخطأ النسبي الأعظمي 





وه -زووم.0) - 
3 





ار 
إن إحتواء حدود مراتب عليا يكون مطلوباً فقط في حالات نادرة » وهكذا مثلاً في 


المثال السابق (1) فين حد المرتبة الثانية يكو 





إن المربعات والجداءات المتصالبة للأخطاء من أجل: 


4% = Ay = Az = 0.005 





XAy = AXAZ = AYAZ = 0.000025‏ 
الخطأ الأعظمي عند النقطة (1,1,1) محتوياً على حدود المرتبة الثانية يكون: 
Ama > 0.090 + ]3 + 0+ 18+ 6 +9 +18[+0.000025 - 35‏ 2 





ملا 





1- إن معلبخة مسألة الخطأ هي مسألة واسعة ولاتقتصر عند حد أو طريقة حيث إنه كما 


هو معلوم أن التحليل العندي هو علم التقريب ويالتالي قإنه عند حل أي مسألة 


2 








وقق طرق التحليل العندي سيكون هناك خطأ لهنه الطريقة السيعالج عند ذكر کل 


من طرق التقريب قی القصول القبلة) 





ومن الآمثلة على ذلك حساب الخطأ الناتج عن نشر السلاسل والني يمكن 
تقديره بالباقي بعد ۵ حد 


لزيد من العفاصيل 





ن مراجعة مقررات ا حساب التفاضلي والسلاسل۔ 


2- يمكن استخدام طريقة ثانية لساب الخطأ المرتكب في حساب قيمة تابع بالشكل 





3 
الخطأ المرتکب في حساب قيمة تابع: ۱ 


ليكن التابع (:1 > لالمتحول واحد ولنحسب الخطأ المرتكب في حساب قيمة لا 





بأخحذ القيمة المطلقة للطرفين تجد أن: 


y-y») 


إذن الخطاً اللطلق المرتكب عبارة عن قسمير 





ا 








الأول: إلا - لا| ويسمى عادة بالخطأ |! 





الثانية إدلا- :لا | ويسمى بلخطأ الحسابي. 
ولحساب الخطأ المطلق ننشر سلسلة 





ابع (×)ل حول النقطة ,× 
y-y, =f(s)-f(x,)=(x-x,)F©)‏ 
حیث اکتفینا با لحد ا حاوي للمشتق الأولء لنأخذ القیمة الطلقة للطرفین فتجد: 











۲ 





و max|f'(x)| < k‏ 
وبالتالي يمكن تعميم ذلك على تابع لأكثر من متغير 


|z-z,| sek, +e,k, 





یہ ک-ا ے 8ک 
& ط )7)2 |عھ 





x 


x 


max| f; (x-y)| = k 
مثال (2): احسب الخطأ الرتکب نی حساب قيمة التابع:‎ 





وذلك من أجل: 





الحل: 
الخطأ الاعظمي المرتكب في حساب × هو: 


( ) 1_005 





210 





وبالتالي: 





55 5 1 5 
کے ےد ع 
10 9000 9 1000 


ويا أن قيمة التابع من أجل 4- × هيت 





3.14 





6815286 


۳ 














فإننا تكون قد ارتكبنا خطأ حسابي مقدارهة 0.0005 ولو- لا 
وخطاً كلي مقدارهة 

0002 ۔ ے_ ے کت 

10 1000 





وبالتالي حدودیات الناتج تكونة 


y(x) < 0.684‏ < 0.680 
على سبيل ا مثالء لندرس علاقة الخطأ في منشور سلسلة تايلور من خلال النظرية 





التالية: 
نظریة (1-1) نظریة تایلور: 

لنفرض ان [,ع] ٥‏ > ۶ والمشتقات ۴ موجودة على الجل [طبة]. 

ولتكن النقطة [6,ه] © ,× . من أجل كل [٥ا,ع]>‏ × ء يوجد نقطة (×) بین 





×× معز 
٠‏ 8 


f(x)=P, (x) + R,.(x) (1-8) 















ملسم لكك + ريم زيم جز )فد )م 
)1-9( 5 5 
ہے لھا 
٠‏ ر۹ بدا 
e (ex) (1-10)‏ 
وت 
)1-1( 





حصل علیھا من الٹھا limP,(x)‏ تسمى سلسلة تايلور ل ۴ حول ۾×. 


۲٤ 
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ج 

















"۵> ,× واستخدم کثبر ا حدود لتقریب (0.01)ہہ 


الحل: 


ما أن (:9) ”ع >7 عندئذ يمكن تطبيق النظریة السابقة من أجل أي © <8: 





من أجل 2 >-5. 0 - ,* النظرية تعطي: 


(ع سوعط 
اہ ہہ 





c05 


حيث (×)ءٍ د[×,ہ] 1 


يأخذ 0.01 > * فإن كثير حدود تا 





ور والحد الباقي يكون: 
1 





cos0.01=1- (0.01 + (o01)'.sinë(x) 


= 0.99995 + (0.166).107 sin ë(x) 


حیث: 5)×(>0.01 >0 





(والخط فوق العدد 0.166 يدل على أن هنا الرقم يتكرر بشكل لانهائي) 


با أن 1>|(×) هذو| فيمكننا أن نستخدم 0.99995 ب ل 0.01 ٥‏ مع 





ستة أرقام عشرية على الأقل في الدقة وباستخدام الجداول لديتة 
cos 0.01 = 0.999950042‏ 


وبالتالي يوجد دقة بتسعة 






حيث 0.01>(*)ة ٥>‏ » با أن 0=(ه) ۴۳ فين كتير حدود تايلور هو نفسه 


ويبقى التقريب 0.99995 نفسه ولكن الدقة تحسب بتسعة أرقام عشرية: 


۲٢ 








> () “01م > ا( ممه علد 
4210 
(1-6) دقة الأعداد: 
يوجد عادة نوعين من الأعداد » تلك الأعداد المضيوطة تام ونوع آخر يشير إلى 
قیم ذات درجات معينة من الدقة . أمثلة عن تلك ذات الدقة التامةء الأعداد الصحيحة 


2,1 ثی.ء 


الأعداد الكسرية کی والأعداد 5,۷3,٭,... وغیرھا من الأعداد الکتوبة 
بهذه الطريقة. إن العند المقرب هو واحد من تلك التي تعبر عن القيمة حيث الدقة 
تكون فقط لعدد من السجلات الرقمية وهكذا مثلاً 3/ه یکون مضبوطاً كتابة ولكن 
لايمكن أن نعبر عنه بدقة كرقم منته من الأعداد الرقمية: يمكننا أن نكتبه مثلاً بالشكل 
2 حيث يكون كتقريب وكذلك يمكن كتايته بالشكل 1.73205 كتقريب أفضل. إن 
الأرقام المستخدمة للتعبير عن علد تسمى أشكال معنویة 580088 901ہ015عآہ إِذا كان 
هم معنى في العند . مثلاً كل الأعداد الرقمیة فی 1.73205 تکون أشكال معنوية. بینسا 
في العدد 0.00572 فقط 5 , 7 , 2 أشكال معنوية . ال 0 استخدم لمكان النقطة العشرية. 
إذا استخدم ال 0 في نهاية العدد ؛ يجب إضافة معلومات إضافية لتحديد فيما إذا كان 
معنوياً مثلاً 5525.000 يمكن أن يكون دقيقاً (مضبوطا) أو يمكن أن يكون تعبير مالي 
(نقدي) لأقرب الف . إذا كانت الدقة مطلوبةء كل الأعداد تكتب على شكل نقطة 
عائمةة مثل: *5.25<»10 أو *5.25000*10. 

إن العمليات الرياضية تقود الأعداد إلى عدم تحديد ولذلك من الضروري حذف 
(قطع) هئه الأعداد إلى الشكل المراد ويسمى هذا القطع أو الحنف بالتدوير 
.Rounding off‏ 

وهذا التدوير يخضع للقواعد التالية على الأعداة 


٦ 








سد 












عندئذ لتدوير هذا العند إلى علد معنو 





ما یلي: 
-١‏ إذا كان 5< پے× 





ة1 على ,× قتصیح: 1+ ,× 


مثال (4): 60.73721 يدور إل علد يحوي على 4 أرقام معنوية فيصبح بالشكل: 60.74 
0 إلى علد يحوي على 4 أرقام معتوية قيصبح 











إذا کان 5> ,× تحتف دون 


مثال: 60.7542 يصيح بعد تدويره لأربعة أرقام معتوية بالشكل : 60.75 


3- إذا کان 5= ,× نيز حالتين: 


× معدومة فتتم عملية الحذف بزياةة 1 إلى × 





وذلك إذا كان: ,× فردي وا 








ب - إذا وجد رقم على يمين .× غير معدوم فيتم الحنق مع إضافة 1 إلى م 


مثال: العدد 6.33500 يدور لثلا 





1) العدد : 6.34 


مثال (5): العدد 23.4500 ی 





إقام إلى العدد : 23.4 (دون 





(1-7) الخطأ النسبي المرتكب في تدوير عدن ما: 
يعطى بالقانون: 


)1-12( 





حيث 8 هو أول رقم في العدد المقرب من اليسار © عند الأرقام في العدد المقرب. 


تأخذها عند حساب 18/. حتى لايتجاوز الخطأ 








الحل: 


لنأعذ 8 هنا تساوي 4ء لذلك لدینة 


1 (5) < 003. 3۱ 
2x4 \10/ 07ا‎ 

ومته لدينة 41.6666 > 10٠-4‏ 
وبالتالي: 


مثال (7): كم هو حد الخطأ النسبي إذا 








ا 1 
6 )2310 


> 2 





مثال (8): کم رقم بجب أنحفہ فی حساب 20ہ حتی لایتجاوز الخطأ النسبي 0.0005. 


الحل: 
ليكن العدد الأول 4 >2 ومنه: 





n>4 
مثال (9) : إن الأعداد التالية تقرب (تدور‎ 





3164 
10.19313 
14.32250 


14.32150 


۸ 




















مثال (10): لیکن العند 3251: 


التقريبية 253 ,كا . 
عندئذ يمكن اعتبار الخطأ المرتكبة 


* ولنفرض أن هذه القيمة قربت إلى القيمة 





7۲ 
او: 


وكذلك لدينا الخطأ المطلق: 


E=|a, |=0.0251 


كما يمكن أن نعتمد القيمة 0.03 كحد أعلى من القيمة 8 ونرمز له ب ,8 أي: 
3ء ,ع 

(طبعاً يمكن اعتبار أي قيمة أكبر من القيمة السابقة مشل 0.04 و 0.05 فقط 
كحد أعلى أيضاً ل 8 ). 
ملاحظا 
1- من العلاق 3 

حیث ے هو الحد الأاعلی للخطا المطلق يمكن كتابةة 

X ~E, SX SX, +E, 


وعندما نأحذ ,6 صغيراً (× ك ,6) بالنسبة ل * نكتبة 








ع > |×- ×إظ 


X= xı FE, 
وبالتالي بالعودة للمثل السابق يمكن أن تكتبة‎ 
530.03ء-×‎ 
يکن حساب ,6 من القانونة‎ 
(e) 
E, 
210 


حيث ١‏ علد الأرقام العشرية في العند المدوره حسب قواعد التدوير السابقة. 











3- با أن العدد × غير معلوم في الغالبء قعندما تحسب ,1 من العلاقة: 


51 





E _Ax 
[xl |x 


فإننا نستبدل هذه العلاقة بالعلاقة التالية: 











۳ 
حيث × هي القيمة التقريبية للعلد 


والتي تعطيناحداً أعلى للخطأ النسبي وفي حال كوت ,© صغيراً جداً بالنسبة ل 





× نستيدل هذه العلاقة. 





اکا 


حيث ,× هي القيمة التقريبية للعدد 


4 إذا كانت × قريبة من العدد 1 عندئذ يكون لدينة 





(1-8) تراكم الأخطاء : 
كما هو معلوم فإن هذه الأخطاء تتراكم وتزداد عند إجراء العمليات الحسابية 
على الأعداد التقريبية ويمكن تبيات ذلك من خلال بعض النظرياتة 
نظرية (1): 
الخطا الطلق المرتکب ٹجموع جبري لعدد من الأعداد التقریبیة لایتجا 








اوز جمو 
الأخطاء المطلقة المرتكبة لهنه الأعداد ال 

أي أنه إذا کات ے×,..,×,,× 

علد مقرب 

وإذا كان ,۴ على الترتب الأخطاء المطلقة المرتكبة نه الأعداد 





10007070 » فين: 


E, SE, +E, +..+E,, (1-13) 


9 











إذا کان ,×× علدین مقربین وکان ×= ,×= × فإنة 








E, SE, +E, (1-14)‏ 
أي أن الخطأ المطلق المرتكب في ناتج طرح عدحین تقريبيين لايتجاوز مجموع 
ظرية (1-3): 





إذا كان * , لا علدين مقربين فإنة 
E,y sE,ly,l+E, lx, | (1-15)‏ 
حيث × رل هما العددان التقريبين: 
يمكن تعميم النظرية (3) لأكثر من عددين بالشكل: 
[۴. ,+إ 5× اجر رلا رك يرق 
نظریة (1-4): 
وكذلك لدينا بالنسية للقسمة النظرية التالية 


(1-16) 





ملاحظة (2): 
يمكن تعميم هذه النظريات على الحدود العليا للخطأ الطلق ايض 
مثال (11): أوجد الحد الأعلى للخطأ المرتكب فی ا جموع: 


x+y =12.23 + 3.12 


ل 


بالنسبة ل × لدينا 82-2 ومنه: 


لدينا هنا حسب القاتون: 





= 1_005 
10 200 











پالنسبة ل 0.005 
10 


ومنه فإن الحد الأعلى للخطأ المرتكب في المجموع هو: 
0.01 = 0.005+ 0.005 
مثال (12): 
أوجد الحد الأعلى للخطأ المرتكب في حاصل الضرب للعددين: 


223(.)123( 


5ء عء , 20.005 يع 
ومنه الحد الأعلى للخطأ المطلق المرتكب يكون: 
> (2.23) . 0.05 + (12.3) 0.005 
5 + 0.0615 - 
3 - 
مثال (13) 


أوجد الحد الأعلى للخطأ المطلق المرتكب في حاصل قسمة العلدين: 


ومئه الحد الأعلى للخطأ المطلق المرتكبة 


.0.0021616+ 3 


-0.0022849 > 3 











النسبي المرتكب في حاصل الجمع الجبري لعدد من الأعداد التقری 
الموجبة لايتجاوز أكبر حد أعلى للأخطاء النسبية المرتكبة في الأعداد لمجموعة, أي إذا 





كان: 
فإنة 
max(êx, êz ,...êx, ) (11D‏ < ,8 


نظریة (1-6): 





(1-18) 





yı 
كما يلاحظ أنه إذا كانت ,× قريبة من ,ل فإن هذه العلاقة لا تطبق.‎ 
:)1-7( نظریة‎ 
الخطا النسبي المرتكب في ناتج قسمة علدين تقريبيين يساوي مجموع الخطا‎ 
التسبيين المرتكبين في المقسوم والمقسوم عليه‎ 


مثال (14): احسب الخطأ النسبي الأعظمي المرتكب في حاصل الطرح: 
5- 32413 - در 











الحل: 
لدينا الحد الأعظمي للخطأ المطلق المرتكب لكل من العددين يساوي: 0.0005 


ومنه فإنة 








لو حسبنا الخطأ النسبي في كل من العندين التقريبين نجد أن الخطأ النسبي 


المرتكب في المطروح مته هو: 


۳ 





05 _ > 
o02‏ 280905 ۔ پچ 


32413 


أما الخطأ التسبي المرتكب في المطروح قهوة 


< 02 








إذن الخطأ المرتكب في حاصل الطرح أكبر بكثير من الخطأ النسبي الأعظمي لكل 


ين أنه لايمكن تطبيق الدسعور 


السابق عننما يكون كلا العندين متقاربين من بعضهما البعض. 


یبا 25000 مر 





۳٣ 











1 





ماریں 


1- دور الأعداد التالية إلى خمسة أرقام معنويةة 
37425 








2- احسب مجموع الأعداد التالي 
75 , 43496 , 11.283 , 12.3172 
واحسب الخطأ النسبي المرتكب. 








3- قدر العلاقة: 
ہہ 
١ط‏ 2 ]ےق 
٠ 5‏ 
إذا كانة 22 d= h=92‏ 


و0.025-م؟ و 1250-» 
- عندما تكون القيم المعطة معتبرة دقيقة (مضبوطة) 
ب - عنما تكون القيم المعطلة 











4- أوجد قيم (1: 
f(x)=7x*-5x? -8% +2‏ 
من اجل: 
8 , 2,3,27 = × 
5- قدر قیمة ا حددات: 


2 6 75-| |20 76 75- 
21 72 21,94 72 ت0 


01 55 414 | |10 55 414ا| 


6- إن الحل لجريان التيار في دارة إلكترونية يحسب من المعادلة التفاضلية الحققة ل: 








0812011+755-0+8ہ43 
27.1sin 200)‏ +2006 وم 43 ''م- 
أوجد قيمة التيار عندما 0.01 > و ٥-5‏ ۔ 
7- أوجد الخطأ النسبي المرتكب في كل مما يلية 
2 8+7 
8.12-42 


6.7 )8.12( 
8.1243.1 
8- احسب الحد الأعلى للخطأ المطلق المرتكب في حساب المقدار: 
(43()2.61)-312.7 


(2.1(.03.41) 
9- أوجد كثير حدود تايلور الرابع للتايع# حول النقطة 0= ,× حيث 


۵۳.٥5‏ =(۴)۸ واستخدم كثير الخدود هذا لتقريب (16/*)؟ وأوجد حد الخطا 


لهذا التقريب. 


0- أوجد كثير حدود تایلور الرابع للتابع ؟ حول النقطة ۱> م× حیث “ع -(»)؟ 


واستخدم كثير الحدود هذا لتقريب (1,1) وأوجد حد الخطأ هذا التقريب . 
1- لیکن *-6-(*)1: أوجد كثير حدود تايلور الثالث ل 4 حول النقطة 1= ,× 
وقرب ٥”‏ باستخدام كثير الحدود المذكور. 


2۔ اوجد الحد الأعلى للخطأ المرتكب في ناتج العمليات التالية: 


.6.14).(1 
للحل: احسب الخطأ الأعظمي المرتكب في البسط وكذلك الخطأ الأعظمي المرتكب في 
المقام. ثم احسب أخيراً الخطأ المرتكب في تاتج القسمة حسب قانون الخطأ فی القسمة 








الفطل الثاني 
حل المعادلات الجيرية غبر الخطية 
مقدمة: 
تبحث عن حل للمعادلقۃ 
f(x)=o (2-1)‏ 
مثلاً المعادلة: 
وےی×- کم" 
نبحث عن حلول حقيقية للمعادلة (2-1) نعلم أن بعض المعادلات هاحلول 
مركبة (عقدية) مثل المعادلةة 
x +1=o‏ 


وهذا ليس مجال بحثنا في الساحة الحقيقية. 





إن الخطوة الأولى حل هذا النوع من المعادلات تكمن في عزل الجذر ضمن 


مجال ضيق وذلك كي نضمن عدم وجود أكثر من جتر ضمن هذا المجال. وهذا يتم 





بدراسة مختصرة بسيطة إما بالطريقة البيانية » أو بطريقة حسابية يدوية أو بالحاسب 
باستخدام خطوة صغيرة بشكل كاف 


(2-1) طريقة التنصيف «وتاء83156 





هذه الطريقة تكون مفيدة من أجل الحسابات اليدوية وتتناسب أيضاجيداً مع 
الحسابات على الحاسب. وتتلخص في عزل الجذر المطلوب »ا ضمن مجال 
[,*..] حيث ,م جذر بسيط كما في الشكل (2-1) 


نتحقق أولاً من الشرطة 
ه>(,:)؟.(,»)؟ 


کم 
ر 


۷ 





ٹم نأعذ بعد ذلك: 


وتشكل الجداء: 


إذا كان 5),(<0.(ج)؟ فان مک ضمن ے×می× ۔ نضع و× بلل ؛× شم 
نعيد الكرة . وإذا کان ه>(,)6.(<)؟ فإن الجذر برلا ضمن و×,ر× ونضع وك 
بلل .* ثم نعيد العمل بنفس الطريقة. نستمر إذن بنفس الشكل حتى يكون 
8 > ,×- ,× هو الدقة التي نرغب بها للحصول على × . لنأخذ قيمة ۾× 


القيمة (.*+ ,)1 . نحن متأكدون من أن ( ,×+ »)2 بعيداً عن ۾× مقدار 


أقل من © 
إذا كان هئلك عدد من الجذور ضمن امجال [,*..*] فإن المسألة تكون أكشر 
تعقيداً ويجب تصغير هذا ا جال وعزل ا مذور۔ 
كما يمكن إعطاء خوارزمية هذه الطريقة بالخطوات التاليةة 
1- نوجد إشارة ([م)؟ و (ر,.*)؛ حيث ,*. ب,.* طرفي ا جال الحتوي على × . 
فإن كانتا من إشارتين 














f(x.)=f(&) 

وإلاً إذا اختلفت الإشارتان فناحلت 
3 
f(x.,)= F(R)‏ 





4 إذا كان (٭)۴ صغيراً بقدر كاف الحسب الرغية لمقدار الخطأ 





8) فإننا تتوقف عن 
العمل وإلاً تعد إلى الخطوة (2) ثانية. 
مثال (1): أوجد الجذر التقريبي للمعادلة: 


f(x)= Inx x +1.901387711 =o 



































.7: 
f (0.875) =0.59 +1.34-0.88 +005 
5( -> 0.436 +1.072 -0.1812-1 > -04 
f (0.8438) = 0.507 +1 202-0.844-1= 0.135 
f (0.8594) 546 +1.270-0.859 -1--0.043 
وهكذا‎ 
وکن وضع:‎ 





)0.859 + 0.875(-7 





2 





(2-2) طريقة التقريبات المتتا 
لتكن المعادلة: 

)22 200-۵ 
(1 تابع مستمر. الا 

العادلة (2-2) بالشکل: 

x =o(x) 23)‏ 
وذلك باختيار حل ,× ابتدائي نعوضه قي الطرق الأيين وتحصل منه على 

الحل التقريي الأول ,× بالشكل: 

٤ 24 





تعتمد على إيجاد حل حقيقي. وذلك بعد كتابة 











وھکذا حصل من ,× على التقريب الثاني × ومتابعة هذا العمل محصل 
على متتالية القیم: 
)5 (ہقاعھ) =x.)‏ 


إذا كانت هذه المتتالية متقاربة أي إذا وجدت النهايةة 





x =lîmx, 
وباعتبار ()© تابع مستمرء تجد أنة‎ 


لے هط )د ع 


x = q(x) 26)‏ 
وهكذا فإن النهاية « هي الجذر للمعلدلة (2-3) . وتحسب بالعلاقة (2-5) 
7 حسب الدقة المطلوبة 
نظرية (2-1): 


ليكن التابع (×)ب معرف وقابل للاشتقاق على ا لجال [ط,ه] من أجل كل 
قيمة (:)© 3,5[3] وإذا وجد علد 4 يحيث: 
20 1 > و > إل)م| 
من أجل ط > ×> 4 عندثقة 
1- التكرار التتالي: 
علد هاه يوت نا 
يتقارب بشكل مستقل عن القيمة الابتدائية ,×د[ط,] 





2- النهاية ,× 0ل = × 
هي الجذر الوحيد للمعادلة: (×)م=× في انجال [ طية] 


مثال (3): أوجد الجذر الأكبر الموجب × للمعادلقۃ 





0ھ × + 2× بدقة 104ء2٠‏ 


4 





الحل: 
لنأحذ الجنر التقريي الابتدائي 10 





من الواضح أن 10> ×. 
إن المعادلة السابقة يكن أن تكتب بالشكل: ۰ 


x =1000-x‏ د رع 








أو بالشكل: ڑم 
1 1000 ے گن 1 
م ١‏ 
و 2 
أو بالشکل: 
x=¥1000- x‏ 
إن الشكل الأخير أخذه أفضل أخذه في هذه الطريقة: لآنه يأعذ المجال (9,10) 
0 
ووضع: 
-1/1000- )ب 
بد آن: 
عو ض ا 
ومتها 1 





وهي أصغر من قيمة |()9| في نفس النقطة التي أخذناها (10) للشكلين 
الأول والثاني السابقين. 


لیت فا 


سعے 





الجدول التالي یبین القیم ١‏ 


٤ 

















10 990 
96655 | 990 45 


9 
9.96666 | 990.03334 
9 


مثال (4) 
أوجد الجذر الحقيقي للمعادلةة 


= 5 





الحل: 
لدينا (*)ب-» 









x)= 0.4431135 
* 3 10 42 216 


ة (×) بعین الاعتبار 


x, =p(0.44) x 0.47 

x, (0.47(صم=‎ = 0.478 

45 ٭ (0.476)'ػ- و 
0.4799 > )0.4767( 

x = (0.47689) x 0.47995 
.0)0.476927( ح-‎ 7 
(0.476934) > 0.47997 


وبالنتيجة فإن 0.47997 = × . 














(2-3) طريقة نيوت 
هله الطريقة تستخدم عندما يكون بالإمكان حساب مشتق التابع (×)# أي 


Newton method (laf) ji 


حساب (×)'۴ 








) الطريقة. 
ميدأ اللريقة: 


نوضح هذه الطريقة بالشكل (2-2) لتكن ,× نقطة معطة 





,۴)۸ ومنهانجد ,× ثم نجد (,*)؟ ومنه نحصل على وكا 





وهكذا 
للحصول علی ‏ × ء نکتب: 

y = f(x,) + (x-x,) f(x.) (28)‏ 
تكون بحيث إن 0 > لا وهذا يؤْضي إلى: 

o=f(x,)+(x, -x.)f'(x.) )228( 


559 





)2-10( 





٤٤ 










تنته هه الخوارزمية عنلما يكون 8 > ,× × 

وهذا لا يضمن أن الدقة ل ج* هي 6 . 

بشكل عام حتى تكون الدقة ل م مساوية © تختار توقف الخوارزمية عتدما: 
Sê‏ 


× قريبة إلى حد كاف من »× وإلآً خاطر 








الكل (2-3) 


مثال (5): دی 


مام ظر 
إحسب جذور عدد ما من مرتية 8 مستخلماً طريقة نيوتن. 





الحل: نكتبة 


f(x)=x" -k=o 


حیث یکون عتدثذ × هو الجثر من المرتبة 1 للعددک۔ 





وبتطبيق طريقة نيوتن نجد أنة 











ا نے لے 
۱ ×٭(1۔م) ٢ھ‏ 

وهو الدستور الذي يعطي الجذر التوني لعدد ماک ۔ 
> 8 نحصل مع الدستور التالي الذي يعطي الحذر التربيعي 








"TIN E 





ESS 





x, = ke, 


3ت 1 
00 ۱ 



























الرتکب فی 





6 هو الخطأ النسبي في حاب الجذر التربيعي. 


مثال (6) : الد ب يمر 





احسپ الجثر التربيعي للعدد 


الحل: 





57١ 
-- | --٠-44 
1/ 





حيث أخذنا لستة أرقام عشرية 





ويحساب الخطأ المرتكب في ,× جد أنه أصغر من 0.0644141 ونهد أن الخطأ 


في × یعطی بت 
20746 






0.0003401 < 
حيث أخذنا 16د بحله الأدنى. 
61650941 > 38ہ > 61644139 
علما بأن 6.164414003 ١/38‏ و ا حدود السایقة للجٹر ء ی 
هو ضمن ا حدو 


متابعة التكرارات والخصول على ول وكاب 





JN‏ , مجع 


بتقريبات متتالية » مع فرض أن ×= ,× 





وذلك ب 





الحل : 
هنه المسألة تحل بفرض أن لدينا المعادلة 7 
مك 
والمطلوب إيجاد جذر هذه المعادلة باستخدام طريقة نيوتن. 





الدينا إذن: 





وتابع التكرار يكون إذن: 
3 
لك 
Xa‏ 
حيث إن المشتق أيضاً یکون: 
3 
x‏ 
من الواضح أن ۸ =» هو جتر للمعادلة 0= ۸- × 
وبالتالي: 





F(x)= 





FUR) N 
FVN)=0 
.)5 (وهنه هي نفس الحالة الخاصة في المثال‎ 
:)8( مثال‎ 
استخدم طريقة نيوتن (المماسات) لحل المعادلةة‎ 


fin 
























ومنه نجد: 
x= 13 246‏ 
و 27 
9-8 
0.65- 2.46 8 8 6 - ب 
18.16 
-12.088 
X4‏ 
6.807 - 837 
E LL OS‏ 





15.582-3 


وبالتالي نجد أنه بدقة 0.001 فإن ي× = ,× 


إذن جذر هذه المعادلة هو 2.279 بدقة 0.001 








لحيث التقريب الابتدائي م* ) لتأحد متعالية | سو وکا" 





للجذر » للمعادلة ه - (12 وشحبر تابع التکرار: 





)2-12( غلم .رم 
ومشتقه: 

0.0) 45 
(= 0) (2-13) 


. F(a)=o s Fla)=a » F(x, )= 








إن استخدام التابع المساعد (×)۴ (التكراري) موضح في بر 








التالية: 
نظرية (2-1) 
لیکن × اکبر قیمة ل (×)۶ نی اٹل الحاوي على کا ہا 
كان 1 >۴ عندئذ العالیۃۃ ((,×)> ,×) تتقارب من ٥ء‏ حیث ٥‏ جفر المعادلة: 
f)=o‏ ,و × F(x)‏ 
ہی لک 
البرھان: 
لنستخدم علاقة نيوتن التكرارية: 
) 


1- ( ,۴)۸ = ,× عندئك 

F(a) =a iî x, -a= F(x, )- F(a) -2‏ و 
F(x,)-F(a)=(x, ~a) ۶)5,( -3‏ 

لقیمة الوسطی حیث (۰,×) > ,× وبالتالي : 


J J), xı-a=(x,-x)F(&,) 4 





باستخدام نظرية 























*كزله - ,> عله - ,|>[ ,)"له - ,«|دله- يء| (من 5) 
وبالتابعة نجد أن: 


x, -qj|lF'(; Js|x, - عله‎ 





|x. -o|K" -7 








limx,, =a 





7 


وبالتالي ما سبق يتبين أن |. ,»أ تتقارب من الجذر» ل ه > (۸)؟ 





وبالتالي قإن الخوارزمية المعرفة ب (,)5 - ب تولد تقارب المتتالية ر 





على شكل تقريب متتالي يتقارب من © ٠‏ مهما كانت قيمة الجذر التقريي الأول 


(2-3-2) معدل تقارب طريقة نيوتن: ‏ لر 








إن معدل تقارب أي طريقة 
)2-14( 
إذا وجدنا علاقة بين ىة و ;8 » 


تة القيم المتتالية لحد الخطة 








فإنه يمكن تقدير تسارع (أو تباطؤ) 





ره للمعادلة ه -(:1 


خوارزمية التقارب نحو إل 


إن منشور تایلور للتابع (۴)۸ على شكل سلسلة حول النقطة » = × يعطى 


F(x)= F(a)+F'(a).(x- 






ته (۴)۸ و ۶۹)٢(‏ هي: 


2 





(2-16 


217 





ع رسع رم (fF (Ere‏ 


- )2-18( 
(f) 


(x)= 
و‎ F(a)=0o s F(a)=« ۾‎ 


2-19) 





بتعويض هذه القيم الأخيرة في المنشور السابق ل (×)۴ وتعويض ,×= × 


جد أن 

F(x (=a o, (م۔‎ (2-20 
Xu =F(xı) وباستخدام العلاقة:‎ 

ومن العلاقة (2-14) نجد أن: 

(e) ga 2-21) 





Ara) 


أن معدل التقارب یکون تر 





هذه العلاقة تبي 2 








مثال (9) : احسب 5 وذلك جل المعلدلة: 0 =5- × =(»)؟ 


بطريقة 


تخدماً 5= ,× تكقریب أولى للجذ 
5= ,× كتقريب أولي للجذر. 





(x)= -5 


f'(x)=3x 





الججدول التالي يبين خطوات الحل - التقريبات المتتالية للحل: 


o 








ل ف 
120.0 
34304 400 
9.011466 | 2.4108 
48 | 1.89365 | 
11 











1.710149 







41 
- 0.00000041 








إن التقريبين الأخيرين 
9 تقريب ممتاز ل 3/5 
مثال (10): 

حل معادلة كيبلر: 5 صذوء - 8 - 2/1 





M1 =‏ و 0.2 = e‏ واستخدم M‏ = ,۴ كتقريب أولي 


RE) E-e sin EM 








وباستخدام هئه العلاقة التكرارية نجد التقريبات المتتالية للحل 8 التالية 
...0964342 ,0.976 ,0.8 
ملاحظقۃ 
إذا لم تكن نعلم ان پ× جذر بسیط أو مضاعف ل (1)2 ء فإنه يمكننا تطبيق 


هنه العلاقة آلِياً وهي صاللحة للجذور المضاعفة واليسيطة. 











رم کے 


القاطع) للاغراتج: 






ل ×جیث إن 0> ( )۴( ,)۴ ءحیث (×۴ تابع 
نجل (ر×,,۸) إن طريقة الاستيغاء للاغراتج هي طريقة بسيطة 


حساب ا ذر الحقيقي » للمعادلة ه = («)۴ في امجال (ر×,ر»). هذه الطريقة تشتق 





من رسم التابع (]8 في اغجال (,×,,×)ء( 


ء وٹرسم الخطوط المستقيمة 


(القواطم) 





بن النقاط : (( ×۶,,×) و ((ہج)گیع) تم ند القیم »× الموافقة د 


>٥‏ لاعلى الخط 





رد تابعة ل لاء هذه الطريقة تسمى 





طريقة الاستيفاء العكسي الخطي. مع ملاحظة أن شروط " قوربيه * التالية: 
f(x, Jf(x,)<o‏ 
f(x )f'(x,)>o‏ 

f"(x)#o بر‎ >> 


كافية لضمان 





ارب بهذه الطريقة وبالتالي وجود جذر وحيد » له -(*)؟ في 
اغال (.د,ر×) 

باستخدام علاقة نقطتين للخط المستقيم . يمكن كتابة معادلة الوتر المار من 
التقطتين ((,*)؟.,*) , ((:*)؟,,») بالشكل: 


_ (xı =x Jf) 
f(x, )-f(x,) 


هذا الوتر يقطع انحور × في نقطة فاصلتھا × داخل | 


2-260 








جو یلک وی ےو ید 


اه 





X, <» 





هذا يعني آن القیم رور × ر 





الأسفل ب » كما في الشكل (2-4). 
إن متتالية التقريبات المتحالية ...,و×,× تتقارب إلى قيمة (نهاية) ما ي 


حيث 0< ,»0 


4 








وت 


0ی 








رےےپےی 3 ر 








الشكل (2-4) 
وا أن هذه المتتالية متناقصة وبحدودة ب » (وبأحذ نهاية العلاقة الأخيرة) نجد أن: 
22 (مم)ال×۔- مع 
2-27 2 و = 
7907-067 


وبما أن ,« 6ه , ينتج أن 0=( .»)۴ ء وبالتالي © > ,» وبالتالي © هو 
الجذر الوحيد ل ه -()1 وهذا يعني أن متتالية التقرييات التكرارية السابقة: 


5 ( > _ × 
سس E‏ وين 


تتقارب من ابحذر ». 
كما يمكن استنتاج هذه العلاقة التكرارية يشكل آخرة 


من الشکل (2:5) نستنتج يب.»: من ...: 








2-29 یمک ےگ 
م Jf.)‏ 
ومنه نجد أن: 

230) 





f(x.) 





(2 ۷ ) 


وهي نفس علاقة التقريب التکراریة السابقة 








الشكل (2-5) 
بشكل عام هذه الطريقة تتسارع بشكل أقل من طريقة نيوتن. 
(2-5) استخدام الاستيفاء الفكسي: خرون عل 
إن الاستيفاء يعني (سيدرس الاستيفاء بالتفصيل قيما بعد) إيجاد تابع 5 من 
أجل قيمة معطة ل × أما البحث عن الجحذور 
(هنا 0 = fx)‏ ) 





يعني إيجاد « من أجل قيمة محلحة ل 1 





هذه إذن هي العملية المعاكسة للاستيفاء . نأخذ إذن (1]5 > لا كمتحول وتعتير 





× کتابع ل لا 
وهكذا بالشسبة للتابع ()1 > لا أعلاه نعتبر ()× < × العطى بالجحدول 

التالی: 

٦ STF TTS 


5 4 ۶0ے 
y=f(x)|-1 188|-1.358|-1.309|-1.107 |-0.546 | 0.164 | 1.092 |2.‏ 
y -1.188][-1.358[-1.309[-1.107[-0.546 [0.164 26‏ 
8 ک0 بے 2 1 00 


ا 
إن البحث عن الجر م* حيث 0 > ل يعني البحث عن )۷-٥(‏ × والني 








تہ 
2 














3 


























يمكن الحصول عليه بالاستيفاء للاغرانج. (استيقاء لاغراتج سيدرس مستقيلاً 





بالتفصيل)» لأن المتحولات ,لا بشكل عام غير منتظمة المسافة ولذلك أخذ استيفاء 


لاغرانج ونوضح ذلك بالشكل (2-6). 


3٘ 


























4 C92 


2 
0 
0 
© عام .م 


الشکل (2-6) 


هنه الطريقة تتوافق مع حالة (:]1 أعطي بجدول بدلاً من إعطائه على شكل 


تعبير جبري. 


مثال (11): 


حن جذر المعادلة التالية: © 1.2-×02- 02×7- 


الال (1,1.5)۔ 
الحل: لدينة 

f(1)=-0.6 < o 
(1.5)؟‎ 2: 





>o 





إذن يوجد جذر بين 
الدينة 
f'(x)=3x* -0.4x -0.2‏ 





f"(1.5)=8.6 > o 
إذن المشتق الثاني دوماً موجب ولذلك إذا طبقا الآن علاقة لاغرائج عند‎ 


طرفي لمجال فتجلة 
في الطرف الأول 1 





۷ 











1.5-1 


=1|-—X——=—__ x06 
1.425- 08 ) 





5 - 1.148148148= 
وعند الطرف الثاني أيضاً 1.5 = × غجد أن: 





1 
(0.6-)-1.425 
نفس القيمة. أما للمتابعة وايجاد التقريبات التالية للجذر فيجب 


بيه" السابقة لمعرفة الرأس التي يجب تطبيق علاقة 


× 1.425 - 114814814115 


x =15- 





وهي 
التحقق من شروط " 


لاغرانج 
لاغرانج عند 





مثال (12): الوں ر 
1- استخدم طريقة القواطع للاغرائج لحل المعلالة 





الحل: 
لدينا 0 >1--(5)0 , ٥‏ <۴)1(=3 وبالتالي فإن غذہ العادلة علی الاقل 
جذر واحد في امجال [0,1]. 
وبالتالي بتطبيق قانون القواطع على طرفي الجال السابق نجد أن: 





ممه 


وبالتالي يأخذ الدقة 0.001 قإن جتر هنه المعادلة في جال [0,1 ] يكون 
2 . 
کت نيوتن المعدلة (طريقة الت ركيج 
هي طریقة تعتمد على الطریقتین الساب ععاًء طريقة لاغرانج وطریقة 
نیوتن ‏ لتأخذ مثلاحالة ه<(<) , ١<(ء)"٣‏ في الال الني يحتوي على الجذر 
فيتم تطبيق طريقة لأَعَوَانِجٍ ثم طريقة نيوتن بالتتالي وبحيث نطبق طريقة 
لاغرانج في كل مرة على مجل جديد [»] وها يعني: 


و 











مثال (13): احسب بدقة 0.0005 الجذر الموجب للمعادلة: 


f(x)=x*-x-02=0 
الحل:‎ 
قإن الجذر ينتمي للمجال ( 1.1 , 1 ) ولدينا‎ ۴)1,1(< ٥ , ۶)0(> با أن‎ 
f'(x)=5x'-1 ; f"(x)=20% 
وبالتالي تطبق طريقة نيوتن عند‎ ۴”)»«(<٥ , ۴')»(<٥ في اغل المختار‎ 
× = 1 الطرف 1.1 = × أولاً وطريقة لاغرانج (القواطع) عند النقطة‎ 
لدینة‎ 


fI)=-02 : 11.1(“3105‏ 
5 - (1.1) "1 
ومته لدینة 


۹ 














×-× >2 


والدقة غير كافية: نتابع العمل للحصول على التقريب التالي: 


(0.012) . (0.0282) 











x, =1.039+ - 1.04469‏ 
0.0595 3 
1.04487 ۵313 ۔روور 
5.1005 
هنا لديئة 8ھ و×- ول 
وهذه الدقة كافية حسب المطلوبه 
ويمكن أن نختار: ۰.45 (1.04487+ 04469 ]) + 3 


مع خطأ مطلق أقل من: 5 1.0 >0,00031 - 000022 +8 1ووم0 + 


ملاحظات:_ ملك بجر 
و 1- یتم عزل جذور العادلات عادة یا 





يقة البيانية أو التحليلية ولكن الطريقة 
البيانية ليست دقيقة ولذلك نلجأ إلى الطريقة التحليلية بالشكل التاا 





إذا كان التابع (<]1 > لا مستمر في لمجال [طية] وكان © > (ط)؟ . (1)3 عندئذ 
يوجد جذر واحد على الأقل للمعادلة © > (8 > لا في لمجال [اية] وقد يكون هناك 
أكثر من جذر فإذا تحقق الشرط © < (6 . (1]8 فيكون عدد الجذور زوجياً ثم نقوم 
بتصغیر ا جالاتِ ليكون فيها التابع وحيد النمط (متزايد تماماً أو متناقص تام 


ويتحقق ذلك بأن لايغير 





تق الأول هذا التابع إشارته ضمن لجال المصغر . طبعاً 
مع تحقق الشرط : © > (1]3(.1]6 (وجود جذر). 

















2- عند تطبيق طريقة لاغرانج (القاطع) يطرح السؤال التالي یسپ 
لجال يتم تطبيق العلاقة التكرارية حتى يكون الحل 
ص "؛ و ”7 لايغيران إشارتيهما ضمن اال المذكور وأن التابع وحيد النمط 
وليس له نقطة اتعطاق فإن الحل یکون متقارب من الحل الدقیق بمعنى آخر أن 
نختار الطرف التي يحقق العلاقة : © < (×)۴)×(.۴ 
يعتبر البعض أن طريقة نيوتن هي نلتجة عن طريقة لاغرانج (القاطع) وذلك 
١‏ باستبدال قوس المنحني بين طرفي لمجال الذي يحوي الجدر بللماس عند أحد طرفي 
۱ الجال. وهذا ما قد نضطر لتطبيقه في حالة إعطائنا قيمة واحلة فقط قريبة من الذر 





أي عند معرفة أحد طرفي ا جال فقط۔ أي أن نستعيض عن القاطع بللماس لجزء 
المنحني في إحلى نهايتيه. 
وهنا يطرح أيضاً السؤال التالیٰ: عند أي من طرفي المجال الذي يحوي الجذر 
نطبق علاقة التكرار لنيوتن؟ 
والإجابة: حار تلوف الي حو يه في الخ ف ا ا ي 
أن يكون التابع ومشتقه الثاني من 086 الزقطق 
(2-7) طريقة بايلي Bailey's erative meth 0d‏ اسر ] ار 7 ہراۓ 
لنفرض أننا أعطينا تقريب أولي ,× للجذر ا حقیقي للمعادلة: 0 = (»)؟ 
إن المعادلة الاهتزازية المكافئة ل (×)؟ عند النقطة ,×= × (تسمى معادلة 
بع 1 عند النقطة 














القطع المكافى) 8+6 + ”× =(×)ر اهتزازية مكافئية 


,× إذا تحققت الشروط الثلاث التاليةة 
()؛ دمالا 


1 
2) 
3 











م ٭-)۲+ل(م)٢۔ء)×‏ 


* بايلي ” تحسب (من التقريب الابتدائي ,× ) المحالية: 










لتتالية للجنر » وذلك بتقريب (1 به ذه المعادلة 


0ئ 


طع (۵,.,,×) هذا القطع المكاقئ مع اغور: 


۳ 


لتقاطع نضع © > (*)لا عنلما ,,,* > * في المعادلة الآخيرة. 





جز« )»جل »1 ده 


بع +()1- 





هذه المعادلة يمكن أن تكتب بالشكل: 





7 xı =X, (ەجم |1 ااي‎ 
5 مم‎ e, =x) 

لتفرض الآن اننا فرضنا أن معدل للك قد حسيت بطريقة نوئن نن 
العلاقة: 





وهذا يؤدي إلى استبدال ,<< - × 





العلاقة: 






(2-36) 
"كل 
)2 
وتعرف هذه العلاقة بعلاقة “ يايلي ” التقريبية. 


٦٦ 








تعريف تابع التكرار بتفس الطريقة التي عرف بها (*)7 في طريقة نيوتن؛ ويمكن 


تعريفه لطريقة بايلي بالشكل: 


237 وو F(x)=x-|—‏ 
20 ۔(ج)؟ 
و 60 یتمتع بالخواص: F(x, (=x s, F(a)=a‏ 
(2-7-1) برھان النتقارمي: حم 


إن برهان تقارب طريقة بايلي مشابه لبرهان التقارب لطريقة نيوتن مع الأخذ 
بعين الاعتبار فقط شكل التابع (:)*1 لهذه الطريقة. 
(27-2) معدل تقارب طريقة بايليكر برف ل 

يحسب معدل تقارب طريقة بايلي يشكل مشابه له في طريقة نيوتن. حيث يتم 
نشر التابع ()۴ السابق (ني طريقئة بايلي) على شكل سلسلة تايلور حول 
النقطة » = × (حيث » جذر المعادلة ه = ()۴ ) » بالشكل: 





F()=F()+ F(a)(x-a)+ F(x - a) 
2 )2-38( 
5 





ومن أجل طريقة " بايلي " یکن ان نر أنة 


(2-39) 





1 





ويتعويض هله القيم في عيارة 700 





ف تايلور السابق نجد أن مع 


إهمال الحدود من مرتبة أكبر كين 3: 
F(x)-F(a)= K(x +a‏ 


۸=f")( حیث‎ 





وبتعویض .×= × في هذه ألعبارة مع استخدام العلاقة : × =( )۴ 
Fa)=a‏ 

تید ان 

xı a= K(x, a)’ (2-40) 


هذه العلاقة تبين أن التقارب تكعيي وهذا يبين أن طريققة بايلي تتقارب 
اج إلى تكرا 
ولكن لاشك أنه عند استخدام هذه الطريقة يكون عند العمليات الحسابية 





بشكل أسرع من طريقة نيوتن » أي 





اقل باستخدام هذه العلاقة. 


أكبر منه في طريقة نيوتن وهذا يحط قليلاً من بمزايا هذه الطريقة. 





مثال (14) احسب الجذر الموجب للمعادلة (في المثال السايق): 
f(x)=x? -×-0.02 >0‏ 


بطريقة بايلي وقارن مع طريقة نيوتن. 


10-0 





0>(ہی×)٤‏ حول النقطة پ× فنجدد: 
f(x) = f(x )+ Ê (K(X =x, ) + HF "(Oke‏ 


[او×- 0085+ م×- یل( ×) ۶+ 

















J=f(s J+ (s(x =x) +(x (xg =X) + 
LO 0“ )2-43( 
ويتعويض المعلالة (243) في (2-42) وإهمال الحدودذات القوى‎ 





“(.*- ر,.*) وكذلك الحدود ذات القوى الأكبر تحصل على: 


+ [4f (x) -28 "(x x, + 2F (JX + 





وس س1[ 
غ×(ی×)"۲+ ب×(.ژ×67)×3,0-4۶۷]+ 






×۶ عندتذ بد 


"(x xi, +I6E (KX )= 2f "(x x,y + 





سگا؟ 
+[(6f(x)-6f (xx, ¥f"(x Jx] =0‏ 
وبوضع 0 > (,,.*)4 أي فرضنا أن .× جنر للمعادلة (1), نحصل عندئذ 
بالنبة للمجھول پہو-5: 
(2-45) 0- 6+ كتاج ركم 





على المعلدلة التالية من الدرجة | 





)"2 - 8-61 ,)"دم 
and C=6f(x)-6f (xx, HE "(xX (2-46)‏ 
وجل المعادلة (2-45) من أجل بإ جد العلاقة التکراریة التالیقۃ 








2-47( 
وكما هو معلوم للحصول على حل حقيقي واختيار الجنر المتاسبه الذي 
يجب أن يحقق الشرط التالي: 
(2-48) 840 
2-5-2- طريقة نيوتن الععدكة<] 
لنعتبر أولاً المعادلة الجبرية غير الخطية 
)249 








2-50) 








)251 
تكرار نيوتن. 


وبالاستعاضة في 





مثال(15) 
لاعذ العادلة : 


لإيجاد الجنر الموجب بالقرب من النقطة1=× محصل بتقرييات قليلة على 
9× . إن النتائج التي حصل عليها حبسب طريقة نيوتن وحسب الطريقة 
الجديئة الهجينة وحسب الطريقة الحالية -طزيقة تيوتن المعدلة - تعطى على 


الترتيب من خلال الجداول الثلاث العالية : 


| 6322055828557600 
ELIE 0.0921667715343 12990 
05 0003144824978611 
0772884756209660 .00000040500855474589)4.1-6( 
024 .000000000000674254836672-12( 
07282 0000000000000000 0645 )6.58-17( 


طریقة ثيوتن 

3 rexa 

1 0.63212055882855767000 
0201305391412739 0.0657676468308537 (6.5 
.0.13375282149371597 .0.00111006650843690-.1 
051 3372881574911357 
0128329591492235 
.0.772882959149210113 ]1.626303258728261 
03 | 1626303258728265-9 


الطريقة الهجينة الجديد: 







































































1 


0.63212055882855767000 
0.0382509772245695 (3.8 








50673278041110 











| 2398728689 








0060000000000000 07 
الطريقة الحالية- طريقة نيوتن المعدلة- 
مثال(16) لتأخذ المعادلة: .0 





إن النتائج التي حصلنا عليها حسكٍ طر 
ا حدیدة ا فجینة وحسب الطر, 


التالية: 
امار 2 
| 099749498660405445000 | 0 000 
1 0421571610179 719400 
98 ]| 566356255118672700. 






















19296287714411738020- ا 
90 

۵ ٥023210995074730 
]9[-3.141593956472184470 ۱٥00000130882 
]6۶[۱.149 40 ٥000000000000000 





الطريقة الحالبة- طریقة نبوتن المعدلقہ- 


مثال(17) لغذ العادلۃ .10-0- 4۶+ ×>(ں؟ 





إن النتائج التي حصلنا عليها حسب طر 
الحالية تعطى على الترتيب من تحلال الجداول التالية: 
د 


۷ 











fex 
23100000000. 
013434548141415 
"0 7 
"۱ 5 
0000000000000000 1 
5 

f 
1.0659129872799756 
000858 
6 
00000 6,1 
00, 


- طريقة 
مثال(18) لنأحذ المعادلة : .0 





إن النتائج التي حصل عليها حسب طريقة نيوتن التكرارية وحسب ١‏ 
الحالية تعطى على الترتيب من خلال الجداول التاا 


Xa 

1.5 

30 
1360160 
13601110, 








1365230013414096850 
نموتنإ 





Xa 
4601 
60. 
1.362340 
6670 
1.365230013414096850 


نيوتن المعدلة-| 


f(x)=sin(x)-0.5x =0 = 

















Xa E 
1.977123551007066270_ | 0069983138933467 
1.898950910895084440___ | 0.0028367290031999 
1.895501147295299190 [| 0.0000056351114238 
1.395494267001369710__ 0.0000000000224320 
1.895494267033980950___ | 0.0000000000000000 
طريقة نيوتن‎ 

X4 fxn 
1.898940212004733730__ 744 
1.895495988900392730_ +8 
1.895494267033980950 [| 0.0000000000000000 

- طريقة نيوقن المعدلة- 


2-8-3- طريقة تكرارية جديدة 
لتكن المعادلة الجيرية غير | 


)2-53( 









اک ا !ا 


۸ 


1 
3 إس أت ساح أت 





5 


000000005 


د أت إدذا ف | دای 





د | 0000 


-59( 













































































لتكتب منشور تایلور ل۔ ٤)۴ (2ٔ ٥‏ حول النقطة ں×:کماق الطریقة 


الحجينة الجديلة قنجلة 





(xg) = (KDE (x (xg =x J+ HE" =x) + 
+(x (xg, =x FO, =x)°] (2-54 
وكذلك يمكننا الحصول على منشومٌ تابع المشتق:‎ 






['ہد- ا ا ال 
(2-55) 





F(x J+ (x(x =x) 





وبتعويض امعلالة (2-55) في (2/54) وإهمال الحدود ذات القوى 
القوى الاک حصل علی: 
F(x, JX, + [4f fx, )- 2f "(xx +28 (Xue +‏ 


2-2610 
)2-56( 





“(.- ×) وکذلك الحدود ذات 





fu) 





+[6f(x)-4f (ŞOX, +E" (x): 


لنعتبر التقريب التالي: (×) ۴= (,×)۴ عندثئذ نجل 


6f (x, )-2f "(xx Xu, + 





f(xy) =F" (xX 
+ [6f(x«)-6f (x, )x, + f"(x,)xX}]=0 
وبوضع ۴)×,(=0 أي فرضنا أن ربغ جر للمعادلة (2-53) محصل‎ 
:*.., عندئذ على المعادلة التالية من الدرجة الثانية بالنسبة للأبجهول‎ 
ی×+‎ +0 (2-57 








A=f"(k), B=6f(x)-2f"( x, 
and C=6f{x,)-6f (xx, +f "(xxi )2-58( 
وبحل المعلدلة (5) من أجل ,× نجد العلاقة التكرارة التالية:‎ 


4 (2-59) 














e) f(x )-6f( f" (<) (2-60) 
3 


x) 





1۹ 











B"4.A.C>0 
وعساب 87-4.۸.0<0 بدا‎ 





رط الکافئ التالي: 
fJ‏ 






)2-62( 


2- دراسة التقارب: 
لنعتبر التابع المساعد التال 
بر التابع المساعد التالي: 


(2-63) [61)(4")0-() "م9 


F()= ل‎ 





_6]ت(ة)61-(۱×) ۱2۲(۲ 


۶٣۳)3(ہل9۲*)×(-61)×(۲")×(‎ 








f" )( 


الني يحقق الخواص التالية: ,,ي» > (ي»)5 . 0(20)" , ۴)۳۳ 


-2). إن أهمية استخدام التأبع المساعد ۴)۸ 





للتابع 5 في المجال الني يحوي على 


م×۔ إِذا كان 1>كاء عتدئذ 1 





اة ((۲)۴ - ربى*) 
تتقارب من ٣‏ حیث ۶ هو جذر المعادلة (2-53) وحيث (×): معطى بالعادلة (2-63). 
البرهان: 


باستخدام علاقة التكرا =۴ محسب: (,5)5 - ,كا عندئة 





2-65) 











F()=r لأنۃ‎ 

وبالتالي نجد يتطبيق نظرية القيمة الوسطى: 
F(x,)-F(r)= (xj -r)F'(xo) (2-66‏ 
xo € (x,, r)‏ 
وبالتالي باستخدام العلاقتين (2-65) و/[2-66) نحصل على العلاقة: 
x, r= (x, —r)F (xo) (2-67‏ 

وبأخذ القيمة المطلقة واستخدام الفرّض نجل 
)2-68( 1|- 





ا(5 گ۔ 
وینفس الطریقة جد من العادلة (2-68): 
(2-69) 5 


| 





|:- ,> عل|:- ىا( 





وبللتابعة حصل علی العلاقة التالية: 
(2-70) “لمزم م« 





x 1K 


Xue = 





ومن العلاقة: 


ہےر "كرات 








نإ وهنا يعني أن =r‏ سح 
وبالتالي فين امتالیة (ری×) 


نظریة-(2) 
بفرض أن التابع 1R +R.‏ قابل للاشتماق في المجال 1 بشكل كافه 





ارب من اہر ہ للمعادلة (2-53). 


حيث 1 هوجوار للجذر البسيط + للمعادلة (2-53). عندئذ الطريقة المعرفة بالعلاقة 
(2-60) تكون من ا رتبة (2) على الجال 1: أي ات معلل |تقاربها تربيعي. 
البرهان: 

بأتحذ التوايع المعرفة في العلاقات (2-63) و (2-64) الذي قق الخواص 
التالية: ۴)۳0 , ۴)۲۳ حيث : هو جذر المعلدلة 
253 ) وؤ×۶دن5ا۲ 


۷۱ 





E(x -r)F +... 2710‏ ا 
التنتمذ الآن معدل التقارب اللبني يعرف قي الطر 
× = 6 وياستخدام العلاقة (ء×)۴ = × ومن العلاقات (2-63) و (2-64) 
و (2-71) تجد ان: 


مر( 


2 


)”7 (حيث تم إهمال ا حدود من المرتبة اكبر من 2) 


وبالتالي فإن الطريقة المعرفة بالعلاقة (2-60) تتقارب بمعدل تربيعي. 
مثال (19): لنأخذ المثال التالي : .0 - *-ع- عر - («)؟ 


لإيجاد الجذر قرب النقطة 1=× حيث القيمة الابتدائیة 1× حصل بعد عدد 
قليل من التقريبات على القيمة 0.7729=× وفيا يلي النتائج التي تم الحصول عليها 
باستخدام لغة البریجة تہ 


الجداول التالية 


071 2122523 
0031449611 077427654898550025 
(0.00000405008554745892)4.12-6] 077288475620962160 
(0.00000000000674254836)6.12-12 ۱ 15915220184 
(0:00000000000000006456)6.52-17) 0.77288295914921012 
نيون 
x f(4‏ 
0.63212055882855767000 1 
6-5-2( 830853733 0.065767646 | 15991412732990 
0.0011100665084369)1.15| 82149371597 
3312881574917 | __0772883108807313135 
2 3.11755-14 | 0772882959149223945 
00000000000000000000 | 0772882959149210113 
الطريقة الحالية- طريقة تكرارية جديدة متقاربة تربيعياً- 
























































مثال (20): لبذ المثل التالي: .0 - «هنه - ()؟ 








1 01419947171719 |] 63 
2 | -12.566356255118672 | 0.00001435924050063514)1.4-5( 
3 | -12.566370614359174 | 0.0000000000000012865101.38-15( 


طریقة نيوتن 











Xn 


fl 
01419947171719 0421571601725900 G5 
12566363437091402800]0.00000717726177001907.12-0( 
12566370614359158200]0.0000000000000147011.47018-14(( 

الطریقة الحالیةہ- طریقة تكرارية جديدة 

رم (2-9) حل جملة معادلات غير خطية: 


يكن ديد طزيقي لبوارة يليان لحل جلة مسائلات من المسالات غير 






























الخطيةء مثل: 
زوجم f(x,y)=o‏ 
g(x,y)=o‏ 


یعتمد الحل علی منشور تایلور ابع لعدة متحولات » 





متحولین ×, لا یعطی منشور تایلور بالشکل: 





+g, (xay. )y+Û [s. ) جب ہود+ تھی‎ xy 


سم( 





oY‏ (.ل,×) ہع+ 

















إن تمديد طريقة نيوتن لحل جملة مسادلات غیر خطیية تعتصد علی تقريب 
التوابع ذات عدة متحولات إلى تابع خطي بكتيرات حدود تايلور » علی سبیل الثلہ 
لحل الجملةة 
f(x,y)=o‏ 
g(x,y)=o‏ 
التوابع ([,]1 , ([,8)7 تقرب إلى منشو, 
بعد الدرجة الآولى منه. وبشكل مشابه يمكن أيضاً استخدام طري 


تايلور (2-74) بعد حذف الحدود 
ايلي لحل هته 
الجملة والني يعتمد على تقريب التوابع بعلة متغيرات بكثيرات حدود تايلور 
التربيعية. مثل (2-74) بعد حذف الحدود من الدرجة الثانية في « ,لاق 

إن استخدام طريقة بايلي ترجع لتعديل طريقة تيون 

إن استخدام هاتين الطريقتين يوضح فيما يلي ببعقن الأمثلة العددية: 











(2-10) طريقة نيوتن لحل جملة معادلات غير خطية:_ دم 
لنفرض أن التقدير (.لا,.*) لحل المعادلات معلوم. وإذا أخذ هذا التقدير 
زيادة مقدارها لإة,:8 (على ١‏ 








) عندئذ تقريبات المرتبة الأولى لنتيجة تغيير 
(×)1 و ((,۷)ع تعطی بالتغاضلات الكلية التالية: 
yة).¥,.x( f = f,(xa.y.)êx+ f,‏ 
Yة),¥ êg = g, (x,y, )êx+ e, (xe.‏ 

إن حل الحملة (2-13) يحصل عليه بتحديد ×5,لة جحيث إن التفاضل الكلي 
ل ۴ة,عة يحقق الشرطيةة 


)2-75( 





f(xa,Y¥e) 

8(.¥e) 
ومته نجد أن من (2243“ هلك‎ 
لاق( لاءىك) رك +عة(ملاءم»)ء؟ > (ملاء,»)؟-‎ 
)رع + 8۴(ر۷. ×) 2 >(.×جأج-‎ ۷81 
وهاتان المعادلتان الخطيتان يمكن حلهما بالنسبة ل 89,8۴۔‎ 


(2-76) 





2-77 


۷٤ 

















الطرف الأيمن للمعادلات التاقجة يكون معدوماً 






۶+5 





+ ,)1ھ( رۃ‎ +f, (x.,y, x + f, (x,,y. )§y =o 


وق( لام ») رع + عق( لاىى») يع + ( ملام »)ع -(نزة + لايدة + , 8)6 





0 
)2-78( 


إذا كان هذا المدشور لتايا 





أ بشكل كافه فإنه من الواضح أ 
بشكل كافه فإنه من الواضح أن 


إذا کان ٤‏ <| ×8 | أو 








(رة+ ,ر,×ة+ ,») يكون تقريباً لحل المعلالات (2-73) 
ع < |89 حیث تکون ٤‏ كمية صغيرة موجبة فإنه من الضروري استبدال ,× ب 
×8+ ,× و ,ل ب لة+ رل وتكرار المعالجة. غالبا عدد قليل من التكرارات 
للجذور ل (3 
. (الشكل (2-7)) 








لمذه المعابحة تعطي قيماً دق يبرهن أن التقديرات الأصلية 


(,لا,.*) كافية لإحكام الحل ا 








مثال (21)- 
لیکن الحل 





بري (1ما)<(, 


f(.y)=x* +y*-4=0o 


٭) عيّن ا حل للمعادلات غير الخطية : 

















27ء 





)5 0و جا 





0 -(رلاميع)؟ 
1 
تل لام اھ 
(2۵۔)۔] [:21]8 2 
9- 37 ا 
وھکذا حصل على التقريب الآولة 
75ج 


ومن ثم يمكن أن نكتبة 





وبالتالي: 





[êx] _ [1445‏ ]1.625 475] 
[êy |192‏ |1.625 0.486[ 
وهكذا نحصل على التقريب الثاني للحل: 


۷٢ 








0.0218 
x, +x =1.8655 
1.7907 





< لق + ملا 
ومن ثم يمكن أن تكتبة 
f(x.,y.)=0.1052‏ 
9 -(,7.,جاج 


0.1052-— 2 ×1.5818[1]8 3.731 
[ay | |-0.0119‏ |1.5818 4146. 
وهكذا نحصل على التقريب الثالث للحل 


8x =-0.0281‏ 
5ء برق 

















8(x.,¥.)=0. 
من الممتع ملاحظة أن المثال السابق يمكن أن يطرح على شكل مسألة هندسية‎ 
بالشکل:‎ 
6 أوجد التقاطع التر؛‎ 
والقطع الناقص:‎ 


(2-11) طريقة نيوتن المعدلةء باستخدام منشور تايلور التربيعي: “نا كنا رل 5 
يكن تعديل طريقة نيوتن وذلك بأخذ الشتقات من الرتبة الثائیة بالاعباء إ 





به عندئذ 





هذا يعني أنه إذا أخذنا التقدير ملا..»: مع ازدياد 8×,8 علی الترت 
التقريب من المرتبة الثانية ل (,.*]1 و (,×)ع یعطی بالعبارات : 


۷ 





5۲ 1,8۷+:5,؟>-‎ +f + 21,8۷8۷ + 18 





1 


2 یت قوت 1 5 1 5 
8ہع + ر×5 28 + ےم + رق +ت ع> عۃ 


)279( 


إن حلا للمجموعة (2-73) نمحصل عليه بتعيين 
الشرطين: 





5.5 بحيث إن 6قبعة 





(1)5,,۷۸-- 8۲ 
(.,,×)ج۔-عۃ 





الآن إذا كان ×8, ل8 داخل الأقواس مقربة على التر 





د “ff‏ و ,5/- قي المعادلة الأولى 





و2 ا/ع۔- و ,8/8- في المعادلة الثانية 


فإن الحملة (2-49) تكتب على شكل جملة معادلات خطية ل 5 ,لاق 


)2-81( 





مل هذه السافلات محصل علی 3,8: والتي نمحصل منها على 
(لاة + ملزبدة + ,ع) وهي تقدير محسن لحل الجملة (2-73)م يعتمد على دقة منشور 
تايلور التربيعي على تقريب *«8,لا3 المستخدم في (2-81). إذا كان ع < »ق| أو 
© < اق | .فين الإجراءات الكلية تكرر يعد استبدال القسيم ل ,* 


لاي 





»ةكد و + رل 





۷۰۸ 








مثال (22) (لطريقة نيوكن المعدلة): £ وى ا 
ليكن الل التقديري [101) -(ملا..) » عيّن الحل للمعلالتين غير الخطيتين - 


التاليتينة 
f(k,y)=x?‏ 





محا + ہت ھ(جاع 
فی کل تکرار: احسب التصحيح التفاضلي 89,88 بل العادلات الخطیقد 
ا ۳ عي كي 








,8 
[(,8)ج۔ 0 ,28 
الحل: 
20 122 
)2“ ہا 
2 جو یھ 
=2y‏ ,8 





با ان ()<(,ل,,×) 
فإننا جد أن: 









31 
8 
2 
1 
88 
ا 





طط 
ت 


n 


اده | دع هم اد 


م 
1 





ا ام [- 


وهكذا نحصل على التقريب الأول 


۷۹ 








0.0246 ۱ 
-0.1222 





لقد حصلنا على هذا ال ججواب بتكرارين مل الطريقة المعدلة ققط بینسا 


الغالب محتاج لثلاثة تكرارات في طريقة نيوتن العادية لحصول على تلك الأجوية. 
(2-11-1) تعميم - طريقة نيوتن في حل جملة معادلات غير خطية: 
بشکل عام لناخذ الآن جملة المعادلات غير إبخطية | 

















2-82) 





f 
; f()=|, (2-83) 


او 


ولحل الجملة (2-83) ستستخدم طريقة نيوتن 





» وبفرض أن 
لديا التقريب ا:( 


,)=× لحد انور العزولة 








*,,*) > × للمعادلة الشعاعية (2-83). الحل الدقيق ل (2-83) عندئذ 
یکتب بالشکل: 


(0)0 2-84) 





x 


رة ( عر 





= | هو تصحيح ل(خطا الحل) أو خط التقريب 
لنعوض (2-84) في (2-83) فنجا: 


f(x +e%)=o (2-85) 





لنفرض أن التابع (1 قابل للاشتقاق ومشتقاته مستمرة في ساحة حدية ما 


تحتوي على × و × ولتفرض الطرف الأول للمعادلة (2-85) بالنسبة لقوى المتجه 
الصغير )ع مكتفين بالحدود الخطية فقط فنجد: 

ام( f(x‏ +) ( للب اكام)] 

أو بشكل مفصل (منشور): 





=o (2-86) 








سے بانج 
ایام 


دب (طب۔اط جا + 





)2-87( 
4 


x) e =o 


إلى أن المشتق (×)'۴ كمصفوفة المشتقات الجزئية 





العلاقات (2-87) تو 


ومن المرتبة الأولى للتوابع ,: 








للمتحولات | نواڈ على الترتيية 








۸۲ 


(م 











إن جملة المعادلات (2-87) هي جملة معادلات خطية بالتسبة إلى چ حيث 





(ه...,1,2-ة) ذات مصفوفة 18/00 و ن كتاية (2-86) بالشكل: 





د قاوز لاعر) بز قمر 





ويفرض أن المصفوفة ( 78/01 نظامیة (حندھا )٢‏ نحصل علی: 


(x)‏ عر بود قم 





-w"(x®)e(x®) ; (k=0 








ريب الابتدائي × لإيجاد بقية | 


مثال (23): أوجد الحلول التقريبية الموجبة لجملة المعادلات: 








5x, +1 =o 





الحل: إن المنحنيات لهاتين المعلالتين تتقاطعان تقريباً في النقاط (1.5- :11,01.4 و 


۷42 


لننطلق من التقریب الابتدائي: 





لنحسب التقريب التالي بأربعة أرقام عشری 






لدینا: 





۱ 5 : 
G.4).(2.2)-(6).(.4)+1 | ]- 600‏ - ۵( 
لوجد مصفوفة ال ماکوبیان: 


Ar 





حیث 0.43429 - 1/1 ومتهة ١‏ 








44 1.3832 
| 34 64ا [ كمه (4) (4)| 
وكذلك: 
م4571 
المصفوفة (©×)۷ إذن هي 
۱ ا 
|13832 
العلاقة (2-88) تعطي: 


-34 44 04 

Ee ا ات‎ 
- 2.10896 
Rl 


3.4] [0.08991 _ [3.499 
= + = 
2.2| [0.0633 2.2633 


TS تا‎ 3 

34100899 1 2 
3.4899 | -0.0008 | 3 
3.4891 | -0.0016 | 1 
35 2.2616 


إذا توقفنا عند التقريب × كان لدينا: 
إذا تو ب 








ات جو 




















16 ب× , 3.4875ء پ× 


: ا . 


مثال (24): 






باستخدام طريقة نيوتن أوجد الحل الموجب التقريي لجملة المعادلاتة 


At 














× + + 





ہے 2x + y-4‏ 
-4y +27 =|‏ ?×3 
باعذ ا حل الابتدائي کا 








الحل: لدينة 
[x ¥ +2 -1[‏ 
ي 
عه ر + 2 |=(x)؟‏ 
3x -4y +2‏ 





[025+025+025 


0 


0.75 






2x 2y 
W(x) |4 2y 
|6» -4 








س دم “ا 
۳ 
7 
ھ 
8 
4 
o‏ 








20 
-7 1 
40 40 











إكه] 
0.875[ 1 0.51[ 
0| 0 + 5= 
|0375 إُدرہ۔ 0 


لنحسب بعد ذلك التقریب الثاني × » لديا 


[o.75 + (0.500) + (03157 1] [0.15625 














£(x"™)=| (2)(0.875) + (o.00) “(4)(0.375) |= | 2235 
| (0.875) -(4).(0: ام‎ | 0.43750 
(2).(0.875) (2)(0.500) (2).(0. 375([ 
w(x")=| (4)(o.875) (2)(0.500) 4 | 
| (6).(0.875) -4 60 71| 
[1.750 1 0750| 
مودداہ‎ 1 +4 
|2250 -4 ۵750| 


1750/1 ٤01 











| 0750 
ومع 64.75 = | 4.750 
3,750 





-1325 -375 5 








625 250 25 - 
175 1225 #1925 
وبتطبيق العلاقة (2-88) تجد أن: 
د (مو ميج ديو 
65- 3.75- 1525 875 0 
×| 9.625 2.6250 23.625 |+| 0.500 
6475 

75 1225 25و(- 75 0 


15625] [0.875] {0.08519 
0.28125 |=| 0.500 || (0.00338 |= 


43750| |0375| [000507 





0.78981 
0.49662 
0.36993 

وبشکل مشابه حسب التقریبات التاللٰقة 


0.785217 000001 
ط×‎ = | 0.49662 | ; f(x*)=| 0.00004 
0.36992 | [0.00005 | 

الخ ... وبالتوقة يب الٹالثہ تجدۂ 





ه ووحدانية ووجود الحل كذلك دراسة 


(لدراسة تسارع تقارب الحل واستقر 
ا حل بطرق أخری مثل التقر: 
المراجع). 











المتتالي وطريْقة الانحدار وغيرها يمكن العودة إلى 


۸۷ 





ے ی 
دم أصفاز سس ن + 


مقدمة: ليكن كثير الحدود من الدرجة ھ: 





P,(x ...+ a,x +a 





إن حساب جذور (أصفار) معادلات کثبر ا حدود السابق من الدرجة 4,3,2,1 
يمكن حسابها بطرق كلاسيكية ولحساب هذه الجذور لدرجات أكبر نستخدم طرق 


عددیة 





یبیة تکراریة . سنقدم طريقة هورئر لحساب قيمة كثير حدود من الدرجة 8 
فی نقطة 8> × 
(1-2-12) حساب قیمة کثیرۃ حدود في نقطة - طریقة ھورٹر 03ء70 110006 
هناك طرق كثيرة مثل طريقة بيرستون وغيرهه لحساب قيمة كثيرة حدود 
في نقطة وقد اخترنا هنا طريقة هورنر التالية : ليكن ().8 كثير حدود 
مسن الدرجة 2 معلوم والمطلوب قيمة (*),7 في النقطة؛ لیکن (7,)۴ 
معطی بالشکل: 
)2-89( 
القد كتب هورئر ك 







)2-90( ,ه+يزية+...+عزيية+:زرية+عية))..) ديم 


وهذا يعطي الخوارزمية 
)291( 


وهذا يستدعي فقط 1 عملية ضرب و 1 عملية جمع خلافاً للطريقة 
عي 2 ع 
الكلاسيكية التي تستدعي (20-1) عملية ضرب فقط. 
لنأحذ مثلاً حالة (×)ر۴: 


3 +a,x* +a,x +a, 





محتاج هنا إلى خسة عمليات ضربد 
اج هنا | لیات ضرہ 


۸۸ 








بيئما عندما نكتب رات 


(e, 


فقط إلى 3 عمليات ضرب فقط و3 عمليات جمع طبع 


+a,)x+a,)x+a, 











۶)6 








1 1“ الناتج 2 تضرب 





- ,8 كما هي تحت السطر أولاً ثم ضربنا 





2 ووضعنا الناتج 4 تحت 5-= رة ثم جمعنا 5-- و8 تمع الناتج السابق 4 
وهكذا نتابع بنفس الطريقة. 


بشکل عام يمكن ترتيب الجدول السايق كما يلية 


۸۹ 








وبمتابعة الجذولهالمسايق بنفس 


4د يم 








2 


يمكن البرهان على أنه لديئة 





RD PEE SAL. 
P,(x)=A, 





+ ...+ (ه-ع)يه + زه - »)ره + ره - (ع)م 
-۶)+.۸+ 





يسمى الشكل (2-92) نشر كثير الخدود (:)5 حسب طريقة هورنر. 
۸ء۸ محصل عليها 
العمل بنفس الطريقة التي جصلنا فيها على .. 

الآن بنشر ()5 حسب متشور تايلور في جوار النقطة 8 > × لدينة 


روو (و)۷ەم لقحتا+. +(م)< 





الجدول السابق (جدول هورثر) بتابعة 





RK. 








n! 


الرئيسي العالي الذي 


يعطي قيمة كثيرة الحدود ل (×) ومشتقاتها التتالية في النقطة ۾ = × 


وبمقارئة نشر هورنر مع منشور 








)2-94( ...0,2 < ھ 





او 
)2-95( سنا ا 


مثال (26): في المثال السابق (25) أوجد قيمة كثيرة الحدود ومشتقاته المتتالية في 





النقطة 2م ؟ 
P(N):‏ 








ویإجراء ا حسابات على المشتقات المتتالية ل (»)۴ جد أن: 





,4.۸ - 48-(2) کا 
مشال (27) باستخدام طريقة ھورنر احسب قیمة (7)6 والمشتقات المتتالية ل ()78 
في النقطة (2-) حيث: 
P(x)= 2x* -3x +3x-4‏ 
الحل : نرتب جدول هورنر التالي: 
4 3 3 


0 

خم 4 : 2-2 
7 5 
42 16 




















P(-2)=10 
P'(-2)=1! 
P(- !x A, =2x45=90 
!3ھ(2-)(تام‎ × A, =6x(-16)=-96 
P0(-3)= 4! xA, =24(2)=48 








مثال (28) : صطاري 
طبق طريقة هورئر لتحويل كثيرة الحدود التاليقة 


P(x)=4x +2x? -3x +4 


۹۲ 





إلى كثيرة حدود بدلالة (2- ×) ٹم وجد قيمة ()7 ومشتقاتها المتتالية من 











أجل 2 - عد 
الحل: 
لنشكل جدول هورتر أولاً: 
P(x): 4 0 2 0 3‏ 
x= 2 : 8 16 36 72‏ 
8 72 6 كار لهم ا لمجم 
14 | 69 36 18 8 4 
272 100 32 8 
:4 341] 136 50 16 4 
196 48 8 











ومن هذا الجدول يكن أن نكتب: 
P(x)= 4, + 4, (x-2)+ 4,(x-2)? + 4,(x-2) +‏ 

+ 4, (e-2) + 4)» -2(' = 
لدينا أيضاً من دستور المشتقات:‎ 
142 
A, xl!=341x1=341 
= A, x2! =332x2=664 
P°(2)= A, x3! =130x6=780 
P%(2)=A, x4! 
!=4x120=480 












ar 





تما ریں سخ حول 


1- احسب 43 بحل العادلة 0> 43- 





۴)۴ مع استخدام: 0> 43,5 ء يعر 





وذلك بطريقة التنصيف ثم ب 


ئة الاستيقاء للاغرانج (القاطع) . 


2- احسب 43 بحل المعادلة © 





نيوتن ثم طريقة بايلي. 
35 احسب جٹور العلالة 5-0-×2- ٭×<()] الواقعة ضمن المجال (2,3) 


وذلك یاستخدام طری 





6- احسب جذور المعلالة 18=0- × «(×)۴ مستخدماً طريقة نيوتن 


7- أوجد التقاطع التربيعي الأول للشكل المعطى بالعادلتين: 





8۔ استے ریقة نیوتن بدقة “10 لتقریب ا حتور للمعادلات التالية وضمر 
م وتن ر ور س 
ا جالات ا جاورۃ لكل منها 


[4] 


-4,0[ 


3 


5 
dû) x-08-02 sin x=0 ; 6 3 








مععوه-ع ا 


54 





9- أعد المثل السابق من أجل طريقة القواطع للاغرانج 

10- أوجد الجذر التقريبي للمعلالة و-1-ع-* في المجال [1,2] بدقة 107 
وذلك بطريقة نيوتن ثم بطريقة القواطع للاغرائج. 

1- استخدم طريقة نيوتن ثم طريقة لاغرانج (القواطع) لتقريب الحل؛ بدقة 107 


للمعادلات: 


; e" +e” +2cosX-6=o 





; x” +10cosx=o 

2- اكتب برنامج تيربو باسكل لحساب الجذر التكعيي لعدد موجب آ7 مستخلماً 
نيوتن التقريبية (التكرارية) مع أخذ ×= ,× كتقريي ايتدائي . 

13- اكتب برنامج تيربو باسكال لحساب الجذر التكعيي لعدد موجب 8 مستخدماً 





تقريب بايلي التقريي مع أخذ =١‏ × كتقريب ابتداني. 

14- اكتب رنامج لحساب الجر للمعلالة 0 - (10 مستخدماً طريقة التنصيف 
التکراریقہ لاحظ أن الشكل الصريح ل (]1 يجب أن يعرف في البرنامج. 

5- اكتب برنامج تيربو باسكال بطريقة الاستيفاء الخطي العكسي (للاغرانج) لحل 
” المعادلة 0 - (1 , لاحظ أيضاً أن الشكل الصريح ل ( يجب أن تغرف في 
البرنامج. 


16- ابحث عن ال ٹر ال 





ي الجملة المعادلاتة 





ر f)x,y(=2x"‏ 
-y-‏ تی( اع 
مناجل (0.2,1.7)“(.لم×) 

18- أوجد جتري جملة العادلتین اج 





=o 





ين التاليتين باستخدام طريقة نیوتن: 








: لك 
حیث : (7,(>)1.5,0.75,م×) 


0- أوجد حل الجملة: 


1ر2 تربع 


1- حل جملة المعلالاتة 


1 9د و 
22- حل الحملة: 


تو تر تر 








2x سے‎ 4-0 











3x-cos(yz) 









SI(y +0.1) +sinz+1.06 =o 


102 











+20 + جم 


3 


5- حل جملة المعادلاتة 





۹٦ 





8-0 


xx +x, 10x, +8=o 


x? -10x, + 





26- حل جملة المعادلاتة 


7 حل جلة العادلات: 





8- حل جملة المعادلات: 
2x, +X; +X, 4-6‏ 
Xx, +2 +X; -4 =0‏ 


>0 





ہے 
29- حل جملة المعادلات: 


3ء یج×4- پر + 5ا 





P(x)=x* 5x? +8x-12 


1- باستخدام طريقة هورنر» حول كثيرة الحدود المتتالية: 





P(x)=3x* +2x? -3x+2 





باستخدام طريقة هورنر وذلك في النقطة 3= × ثم | 





المتتالية في تلك النقطة 


۹۷ 





مل مار كلل 
طريقة التنصيف - طريقة نيوتن (المماسات) - طريقة لاغرانج (القاطع) 
(1) - بين أن التابع التالي يملك جذراً وإحداً في امجال [1.2] ثم قرب هذا الجذر 





بدقة 107مستخدماً طريقة التنصيفة 
f(x)=x -x-1‏ 
الحل: 25ھ320 x=1‏ 
(2) - استخدم طريقة التنصيف لحساب الجذر بدقة 10 ٠‏ للتابع: 








f(x)= x -2x? -4x? +4x+4=0 
على امجالات التالية:‎ 
ا ود‎ b) [0,2] (ة [2,3]ك‎ ]-1,0[ 
استخدم طريقة التنصيف لحساب ال تر یدقة 107ء للتابع:‎ - )3( 
]4,4.5[ : ×مط> × نی اٹل‎ 
+7765 الحل:‎ 


(4) : استخدم طريقة التنصيف لحساب جذور المعادلة التالية بدقة 107: 
+14x-6=0‏ ر7 x‏ 
(5) - استخدم طريقة التنصيف لحساب جذور المعادلات التالية بدقة 10: 


a) x-2*=0 ک۵ :جر‎ ×۱ 


b) e+ 





+2c0sx-6=0 for: کا‎ ×2 
o) x" +3x-2=0 for: ک0‎ 1 
ق‎ a) 0.641181946 b( 1.82938385 (0.257530212 الحل:‎ 


(6) - استخدم طريقة التنصيف لحساب الجذر يدقة 107 ء للمعادلة: 13 





15كعك05 :ج68 0عبروم.2+ك0جع 
(7) - استخدم طريقة التنصيف لحساب جذور المعلالة التالية بدقة “10 لحساب 


50 





25 (اعتبر التابع 25 


۹۸ 





الحل: 2924011 


ل 25/ بدقة 





(8) - استخدم طريقة التنصيف لساب الجر الت 





يي 





(9)- استخدم طريقة التنصيق لحساب ال قر التقریي الٹا 





=()/ في امجل [1 ,0]. 
الحل: 0.625 = ,۲ 


10* 


لثالت للمعادلة : 


(10)- استخدم طریقة التتصیف ساب ا یتر بدقة 10ء للمعادلقۃ 


0- 14-6+ ر7- 





×)ک 
فی کل من ا جالات الأَتیقۃ 


a) [0,1] 


21 
o 3.24] 





الحل: 





a2, .5859‏ 
02ء b)‏ 
9ء (ہ 
(11) - كم عدد التقريبات المطلوبة لحل المعادلة التالية بدقة 


التقريبات). ۱5×52 :مم 1=0-×- "م 
الحل : 14 تقريب والحل هو: 1.324768 

(12) - استخدم طريقة التنصيف لحل المعادلة: 
for:‏ 0= 


في انجال: [1.2,2.2] وكذلك في الجال [1.5,2.5] 


1> 2 





(13) - استخدم 





يقة القاطع (لاغرانج) لحل العادلقۃ 


0= 
حيث: 0.5 - وند و كذلك من أجل: 2/4 - م 





=cosx—‏ (0د)کر 


۹۹ 


“10 (احسب هذه 





(14) - استخدم طريقة 














التالية: 
]14 
]4,0[ 
e) x-cosx= : [0/2‏ 
d) x-0.8-02sînx=0 for: [0,7/2]‏ 
الحل: 
x, = 2.6906475‏ 25ے ہد ڑھ 
065270365- 
8793852 
x, =0.7390851 0)‏ : 7854 





d) x, =0.7854  : x = 9‏ 
(15) - أعد السؤال السابق م متخدماً طريقة القاطع للاغرانج. 
(16) - استخدم طريقة نيوتن (المماسات) ثم 





لاغرانج (القاطع) بدقة 107 
لحساب جذور المعادلات التالية: 1-0-+- "+ على ا جال [1,2] ۔ 

الحل : 

طريقة نيوتن: 1.324718 





طریقة لاغرانج: 1324717= ,× ,2= أي 





(17) - استخدم طريقة نیوتن (الماسات) بدقة 107 لحساب جنذور المعادلات 








التالية: 
a) ;) e+e” +2c0sx-6=o‏ 
;d) x +10cosx=o‏ )۵ 3 
(18) - أعد السؤال السابق مستخدماً (23 
الحل : 
a) x, =0 x =1 x = 25755‏ ' 





0.910076 





Daal R2 5 يض‎ 


0458962- < بد 
74 -۔ بد 
73ھ بد 





3.16195 
(19) - استخدم طريقة نيوتن (المماسات) ثم طريقة لاغرانج (القاطع) بدقة “10 





لحساب جذور المعلالة التالية: © -*«وه46 مستخدمة 





- في طريقة نيوتن القيمةة 0= 








- في طريقة لاغرانج 
(20) - استخدم طريقة نيوتن (المماسات) بدقة 10 لحل المعادلة التالية: 








x, = 1.895487‏ 
(21) - استخدم طری 
بدقة ٭“10.استخدم نی طریقة نیوتن 2> ود 
(22) - التابع التالي: (4۴-7()۴-2)> (ج)کر ملك صفراً عند النقطة 1.75= × 
استخدم طريقة نيوتن لحل هذه المعادلة من أجل الحالات الآتيةة 
15 ,د )a) x, =1.625 : b)‏ 


xo 






نن ثم طريقة القواطع لساب الجذر التقريي ل 3ل 














٭ہ : d) xٍ=195‏ 
الحل: 
5ء ہ× d)‏ ۹9 7 2-17 
(23) - استخدم طريقة التنصيف لحساب الجذر التقريي الثالث للمعلالةة 
0- جہن - ×لہ > (ص)کر نی اغجل [0,1] 
الحل: 0.625 - 2 





(24) - استخدم طريقة التنصيف ساب ا تر التقریبي الثالث للمعاالقۃ 
0 (1-ع)(-×)+(1+م)32-(د)ر 
في كل من المجالات الآتية : 
1 
(25) - استخدم طريقة التتصيف لحساب الجذر التقريي بدقة 10 للمعادلةة 





A215) : b12 


+14x-6=0‏ ر7 

في كل من ا جلات الآتیة 
o) 3.24]‏ : [2 
رص © 002. 





J(0= 





a [O] : b) [1 
a) p,=05859 الحل: 419 ,م (ھ‎ 


(26) - استخدم طریقة التتصیف لحساب ال ٹر بدقة 107ء للمعاالقۃ 








0ھ ے۔-۔(2- تع)وہ +2 >(ر)ر 
على اغال:[05,1.5] ۔ 


(27) - أوجد باستخدام طريقة نيوتن يد للمعلالة 6-0- ** > ()/ر حيث 








الحل: 2.60714 
(28) - أوجد باستخدام طريقة نيوتن ,ند للمعلدلة 0ء برووع- 


3-3 





حيث 1م ند 
(29) - اوجد باستخدام طريقة القاطع للاغرانج × للمعادلة 


3 cosx =0 





-()/ حيث 2 





الحل: 2.45454> بد 
(30) - استخدم طريقة نيوتن (المماسات) بدقة 104 لحساب جذور العادلات 
التالية في المجالات امجاورة لكل منهة 


for: [14] 
=0 for: [3,2] 






1.۲ 


الحل: 


GD 
الحل:‎ 





o) x-cosr=0 for: [0,/2] 
û) x-0.8-02sinx=0 for: [0,*/2] 











الحل: 
9065 
2.87939 - 
x, =0.73909‏ 
09644“ پد 
(31) - أعد السؤال السابق باستخدام طريقة القاطع للاغرانج. 
الحل: 


2965ء ہد (ھ 





096433 - ہد (اؤ 


(32)-استخدم طريقة نيوتن (المماسات) بدقة 107 لحساب جذور المعادلات التالية 


في اٹجالات ا جاورۃ لکل منهة 
a) e" +2" +2cosx-6=0 for: [13]‏ 
b) In(r-1)+cos(x-1)=0 for:‏ 
for:‏ ج)- 
x(x) =0 for: 1S‏ 
3x =0 for: [OI] and [35]‏ 
Û) sinx—e™ = for: [O1] , [3,5] and [67]‏ 
(33) - أعد السؤال السابق باستخدام طریقة القاطع للاغرانج. 








2 ع6 
d) (x‏ 
e) e‏ 












نيوتن (المماسات) بدقة “10 لحل المعلالة التالية حيث 





(34)-استخدم 

54 ہد 0-۵۰ 2ومہ+- ×منید- 4+1 
(35)- حل التمرين السابق من أجل : 
(36) - استخدم طريقة نيوتن ثم طريقة القواطع لحساب الجذر التقريي يدقة *10 





105 gy x, =5 





نی اٹجالین [1,0-],[0,1]۔ 








القاطع - 
ع 


9 0-ھ بد 





من اجل: 0.5-- مد لدينة 049س پر 





5= × لدینا 0.9623989 





(37) -التابع 2-6 هه (*)؛ يلك جترأعندالنقطظة 
arctan 6 x 0.447431543‏ لتكن 0= ,× ,0.48= ×. استخدم طریقة 
التنصيف وطريقة القاطع لتقريب الجتر. 

(38)-المعادلة التالية 0-+«ومع10- #بر تملك صفران : 1.3793646+ استخدم 
طریقة نیوتن (الماسات) لتقریب الحل بدقة 10 مع أخذ القيم الابتدائية كما 


هو مبین بجوار کل منھلة 





0- ود )/ 





السابق بطریقة لاغرائج من اجل: 


(40) - استخدم 





انيوتن (الممامات) بدقة 10 لحساب جذور المعادلات 
التالیة في ا جالات ا جاورۃ لکل منھۂ 





-*2- 0ع د )1 (ھ 


b) f(x)=x +3x 







۹ 
4 
e) f(x)=x? +4.001x? +4.002x +1.101=0 


f(x)= x" +2x 


f) f(x%)=x x“ +2x 3x +x-4=0 





5 . 
509 
0ھ 
2.87939 














2ء ید 
12412. 
x, =-0.87605‏ 
2412 
005- 
0.47006 
0.88533 
2.64561 











x 





(41) - استخدم طريقة نيوتن (المماسات) بدقة 107 لحساب جذور المعادلات 


التاليةة 





a) f(x)=x“ +5x” 9x? -85x-136=0 


b) f(x%)=x"-2x*-12x? +16x-40=0 


o) f(x 
d) f(x)=x* +11x*—21x? -10x* -21x-5 =0 
e) f(x)=16x* +88x? +159x* +76x 240 =0 
f) f(x -4x-3x+5=0 

g) f(x)= x" -2x? 4x? +4x+4=0 

h) f(x)=x 7x? +14x—6 


x +3x? +2x +2 =0 














(42) - استخدم طريقة التنصيف ثم طريقة تيوتن ثم طريقة القاطع لحل المعادلة: 


f(x) =600x*-550x° +200x? 20x 0 
.]0.1,1[ وذلك يدقة 10 في المجال‎ 





الحل: جميع الطرق الإجابة ‏ 023235 





(43) : استخدم طريقة نيوتن (المماسات) لحل العادلة : 


f(x)=x?-3x-5=o 























. × =3 بدقة 0.001 مع أخذ التقريب الأول‎ ١ 
الحل:‎ 
لدينة‎ 
ويالتالي العلاقة:‎ 
تاعذ الشکل:‎ 
: ومنه نجد‎ 
3-12 246 
24 
14.89-7.38-5 
سسجت _وووے‎ 2 246-0.165 
کس 246 = ر‎ 46 - 0.165 - 5 
12.088 -6.3857 
كت ھے' وو‎ - 2295-0016 -9 
15.801-3 
وو 20282 تظ وہر‎ 
582 -3 
×, =× وبالتالي نجد أنه بدقة 0.001 فإن‎ 
0.001 إذن جذر هذه المعادلة هو 2.279 بدقة‎ 
الحدول التالي يبين خخطوات الحل - التقريبات المتتالية للحل:‎ 
Xi fx) 
50 120.0 
3.400 34.304 


2.4108 9.011466 
1.89365 1.793848 
1.727271 | 0.153253 
1.710149 | 0.001519 
1.7099759 | - 0.00000041 
1.7099759 | - 0.00000041 











1٩ 

















الفطل الثالث 
الطرائق العددية لحل جملة المعادلات ١‏ 
وتعيين القيم الذاتية (الخاصة) 
نا هنا إلى ه كلل خزوهة 
مقدمة: 3 
إن جمل المعادلات الخطية الموافقة لعلد من المسائل في العلوم الت 
وكذلك في العلوم الاجتماعية والعلوم الاقتصادية تعطى كما هو معلوم بشكل عام 
بالشكل المصغوفاتي التالي: 
(3-1) 41-8 
في هذا الفصل سيتم دراسة جمل المعادلات الخطية ذات الشكل العام السابق 


والتي تكتب بشكل مفصل كما يلي: 


بوره ++ والية + ركترية 








نية والهندسية 


3 +...+a,X 





aX +a 











هناك طرائق 


برية مباشرة لحل هذه المجموعة من المعادلات : مشلى طريقة كرامر 





وغيرها من الطرائق المباشرة التي تستخدم مقلوب المصفوفات في الحل 






مقررات أخرى. وهذه الطرق عادة طويلة ولذلك تم إدخال طرائق تقريبية أخرى للحل 


مثل طريقة الحتف لغوص وطريقة غوص - جوردان وهي طرائق لاتحتاج لتكرارات 
لإيجاد الحل (ولذلك تسمى طرائق عددية مباشرة) وهناك طرا 





تقريبية غير مباشرة) تحتاج لتكرارات عديلة للوصول إلى الحل التقريي مشل طريقة 





جاکوبي, وطريقة غوص - سايدل وطريقة الاسترخاء وغيرها من الطرائق العلدية. 





وستبدا قبل دراسة الطرائق العدحیة التكرارية (غير المباشرة) بالتذكير ببعض من 
هنه الطرائق (المياشرة): 
(3-1) طريقة المحور 51801 أو طريقة غوص - جوردان ههف,10 - دوننة 

هنه إحدى الطرائق المباشرة المستخدمة بكثرة وسيتم عرضها من خلال مجموعة 
أربعة معادلات خطية بأربعة جاعیل: 


aX FAX +X; FAX YY 


دلا > وكنبية + وااوية + يك 











aX + an 





ولاک یالییة+ بتور2+ وقوو2+ رکررھ 
ولا > بابي + ركلوية + وكنيية + ركترية 


والتي تكتب بشكل مصفوفات على النحو التالية 





a a a |x| ¥‏ 
مہ جلا])×|آ پیھ وھ به بیھ 
د |×|| پیھ ببھ ججھ به 
ا لتاله مھ an aa‏ 


إن طريقة كرامر تستخدم عادة الغددات 4[/4- رن 

حيث 4 هو اغدد للمصفوفة السابقة و ن۸ هو عحند الصفوقة السابقة بعد 
استبدال العمود ز بعمود الطرف الأيمن في (3-4). 

إن عدد العملیات اللازمة بهذه الطريقة هو من مرتبة “2 حيث 8 هو رتبة 


مصغوفة جملة المعادلاته 
إن طريقة انحور » تسمى أيضاً طريقة غوص - جوردان 10088 - كنا 6 توضح 
کا 
نختار بشكل متتالي کل سطر کسطر حور » انحور يكون هو أول عنصر غير معدوم 
من السطر وبالتالية 





1- نقسم السطر الأول من (3-4) على ر وهذا يعطي: 





(3-5) سر 
ولا و 
٭۷] xJ‏ 





لنعدم الحد الأول لكل من السطور الأخرى : 

في السطر الثاني » لنطرح السطر الأول ات و 
في السطر الثالث » لنطرح السطر الأول مضروياً ب ررة 
في السطر الرابع » لنطرح 8۱ 9 . ١‏ ةه 


وهذا يعطي: 
Yi‏ ×]امبُھ یھ جھ 1 
||| وه وه :0 
ان E‏ 
ولا ,×| 4ة a a‏ 0 
۶6۶ 7 ++++ٹ 5 


2- لناخذ الآن السطر الثاني كسطر محور و ب8 عنصر اور ونکرر علی السطر الثاني 
العمليات السابقة التي أجريت على السطر الأوله أي لنقسم السطر الثاني على 


يه وهذا يعطي: 
لا 7 a a‏ يزه 1 
ASSIS 4‏ 81 
3 7 0 
¥ |أيئة ريه يه 0 
a a 9‏ 0 


ولنعدم بقية الحدود من العمود الثاني ولذلكۃ 

في السطر الأول ؛ لتطرح منه السطر الثاني بعد ضربه ب 

في السطر الثالث ؛ لنطرح منه السطر الثاني بعدضريه ب مره 

في السطر الرايع » لتطرح منه السطر الثاني بعد ضربه ب 
وهذا يعطي الجملة التاليةة 











ا 100 
G8)‏ کت 1 
ُا 00 
:37 00 





ہ 
00 


0 
!| |ء«أزه 1 
"یا لالہ 








والآن 





بتفصيل هنه الطريقة بالشكل التالية 
(3-1-1) إجراءات - طريقة غوص - جوردان: 


لنفرض ان وي يت بشکل مصفوفات: 
)3-10( 


ESE,‏ بة الأولى على المصفوفة ,4 تحتوي 
على أصفار "0" وواحدات "1" في عمودها الأول وفي الخطوة الثانية محصل على 
الصفوفة :۸ تحوي علی أصفار وواحدات أيضاً في عموديها الأول والشاني وهكذا ... 
في الخطوة رقم 16 تحصل على الجملة: 
a)‏ (×اپّےر ٥ر‏ 
حیٹ: [اإه] = 


ومصفوفة العمود =(*۷ 








ذات العناصر إل 
( اول عنصر قطري) چم 
(عمود 1 إلى >1 عناصر غير قطرية) 16> ز : زه 16:1 م 0او 
(شعاع مركبته رقم 1 هي ر (کاپ 





الخطوة التالية تعتمد على أخذ العتصر ريعلا کعنصر حورۃ 
على هذا العنصر ؛ وهذا يعطي من أجل ,..., 





j=K+1 

















( ifsi#K+l ۴ 
BE 

بعد ذلك من أجل كل سطر 1+ 1۶K‏ نطرح السطر رقم 1 + × بعد ضربه ب 
اه وهذا يعطي: 
)3-134( رھ اا2 =a‏ 
)3-13( بعر ائا۔ إرد ا 


نلاحظ من العلاقات السابقة (3-12) و (3-136) أن العلاقات بالنسبة ل لا هي 
نفسها بالنسية ل 8 : وبالتالي تحصل على العلاقات بالتسبة ل لا بوضع: 
و ار 

إذاً بالنسية ل يكفي لجعل ز يتغير من 1 + إلى 1 +8 بدلا من 1 K+‏ إلى 1 
ولنعوض في (3-138) قيم ال /8 من (3-12) فتحصل أخيراً على الإجراء التالي: 


ةد كام 








من أجل: 1 


K=o, 








0ور عاو لمع 
8 
۱ 1-1-1 
i#K+1 a =a 0-a, a‏ 
j=K+lsn+1 630‏ 


() 





Xx 
إن صعوبة هذه الطريقة تكمن في أنه في كل خطوة نقسم السطر على عنصر‎ 
ا حور۔ وھذا غیر ممکن إذا كان العنصر معدوماً وكذلك عندما يكون عنصر ا حور صغیراً‎ 


جداً لآن خطأ التدوير سيكون نسبياً كبيراً ويؤثر في كل الخطوات اللاحقة. 





1 





مکننا کتابة خطوات خوارژمیة طريقة غوص - جوردان بالشکل: 
[ مر 
2- قراعة عناصر المصفوفة الموسعة. 
3- ضمن حلقة من 8 (1)1 = ) 
٠‏ البحث عن عنصر ال ارام 
* قي حالة وجوده في أحد الأسطر يجب مبادلة السطرين بكاملهما. 
٭ تنظیم سطر ا٤7۷0‏ 
٭ تطبیق خطوات ا حذف القوصي۔ 
4 ضمن حلقة من (1)1 = ضع X[i]:=a[LM]‏ 
(3-2) طريقة غوص: 
تعتمد على جعل المصفوفة 4 مثلثية بدلاً من قطرية (كماهي في الطريقة 
السابقة لغوص - جوردان ) . في كل خطوة يدلاً من إظهار الأصغار في كل عمود 
لاتظهرها إلاً حت القطر وهذا يلغي كثير من الحسابات من الطريقة الا 
تعديلين على المعادلات (3-14): 








¡ یتغیر من 1+ ۸-۸ 
ولیس من ۸4-1 
وکون ا۸۳ مثلیة یستدعي خطو 

1- الخطوة الأولى: تثليث المصفوفة 











من أجل 12-60 ->1-م 3 





K+1 
۹.000 alas G45) 








پ1 وو تا 
اج لكام کاو چاو 
[اجمج ا +ع دز 





الخطوة الثا: 








حل الحملة المثلثية : في نهاية الخطوة الأولى : نحصل على مصفوفة مثلثية نكتبهيا 
(لتبسيط الرموز) بالكل ]۸۳-۸-۴ 
يجب إذن حل الجملةة 


مسح وكوي + بك 





+ ولا 
316 , 





G-17 





اها-ودز 


عدد العمليات اللازم لطريقة غوص: مع عند العمليات اللازمة لحل الجملة 


الثلئیة هو 57/3 (إِذا 10 < و ) 

ومن أجل جمل المعادلات الكبيرة فإن سرعته تتضاعف 1.5 مرة عن طريقة غوص 
- جوردان. 

وبالتالي فهي أفضل في الاستخدام ويمكن استخدام طريقة غوص - جوردان 
عندما يكون عدد معادلات الجملة ليس كبيراً جداً. 





أجداً. 








إن طريقة غوص فا نفس المصاعب في طريقة غوص - جوردان عنلما يكون 


انحور معدوماً أو صغيراً جدا ء وهنا نعود لإجراء تبديل في الآسطر. 


1 





-3( 


) حالة المصفوقات الحزمية: 


5 بط 
E ê,‏ يه 
a, b, c‏ 





إن المرور من ترميز بدليل مضاعف إلى ترميز بدليل واحد بسيط يبين أن 





72 ص/, 
حیث 0= =٥,‏ 8 

إن المزية الرئيسية للمصفوفات الحزمية هي إشغال مكان في الذاكرة غفض اکٹر 
منه للمصفوقات العادية . وهذا يعد كسباً معتبرأً لجملة المعادلات ذات الحجم الكبير 
(العدد الكبير). 


لنحل هله المجموعة باستخدام طریقة غوص اثلائیة القطر) وليس ل غوص - 





جوردان لأن هته الأخيرة تعمل 


ل لإظھار عناصر غیر معدومقہ نی حطوات العمل » وأماكن 
حيث توجد أصفاز في المصفوفة الابتدائية: يجب قي هذه الحالة إذن استخدام جدول 2 × 
؛ وفقدان محاسن أساسية للمصفوفات الحزمية. 


مثإل-1- : حل الجملة التاليةة 


)3-19( 





أعطينا أعلاه الصقوفات: 





مجملين معه حدود الطرف الثاني , !يه التي نحصل عليها بالطريقتين 
1- طريقة غوص: 
9٦‏ ,9ئ9 
22 0 3 2ل ٥‏ ےر 
FG A NET‏ 
کے جرد اوت و 00 


ہ0۷ ۱۰۱2.۰9۲۰ 
7- 0 6۴۔ ٠‏ ٥ی‏ 
اے 00م 
169 1 34 0 0 
13 3- 2 0 
866 د 1 


000 27 





A G-20) 
0 0 1 1/34 169/34 
o E, 4 -1 
طريقة غوص - جوردانة‎ -2 
1 1/2 0 72| 15 7روا ا‎ 
۸۵ 12 -3 0 -27/2| وروي‎ 1-6 0 -27 
TS 00 34 1 169 
5 6. اہاشم 0ھ‎ 00 2 -3 13 


[1 0 0 -3/34 71/347 
010 3/7 48/17 
|0 01 1/34 169/34 
|o o o -52/17 7 

[1 00 


۸۶ 





ده س 


وہہ 


0 
0 
1 


0 
1 
0 





تلاحظ أنه في المصفوفة (4)2 تظهر طریقة غوص -جوردان عناصر غير معدومة 
حيث كانت في الأصل معدومة. 
ملامظه- 1- : 

يمكن استخدام جدول يبسط طريقة غوص ء ولكتابة هذا الجدول ستاخذ جلة 


جبرية مؤلفة من ثلاثة معادلات ذات ثلاثة مجاهيل من الشكل: 


)3-21( 





نقسم المعلالة الأولى على ,,2 يشرط أن 0 *,,2 وإلا تبدل بين معادلات الجملة 
فتصبح المعادلة الأولى بالشكل: 


+DpXy = bıı‏ ينيط + رك 





الآن حذف ؛× من المعادلتين الثانية والثالثة نضرب المعادلة الأولى ب رة و ريه 
على التوالي ثم نطرح النواتج من المعادلة المقابلة في جلة المعادلات الأخيرة فنحصل 
على جملة معادلات جديدة من معادلتين بمجهولين: 


-22( 








المعادا 





وكما سبتى تقسم المعادلة الآولى من ها على اه مع قرض أنه غير 


معدوم فنحصل على المعادلةة 





المعادلة: 





حيث إذة 11-3 
وبتقسيم آخر معادلة على أثكة مع فرض آن: ٥ے‏ لاہ نحصل علی معادلة ذات 
مجھول واحلۂ ‏ برط = وك 


وحیث إنة 





مع فرض أن: © * أيه 


وبالتالي نکون أخ, 





قد حصلنا على مجموعة المعادلات الخطية الجبرية المكافئة 





هر > وكتورط + وكتورة + ركد 








31 





إن حل هنه ابجملة أسهل من حل الجملة الأصلية وتحل يشكل تراجعي حيث 


مسب الا وڈ ٹمزیڈ ثم بعد ل 


الآن نرتب الحل في جدول من أجل جملة مؤلقة من ثلاثة معادلات وذلك بوضع حيث 
نتائج كل خطوة على حل كبقية 
مع ملاحظة أن الحقل الأخير في هذا الجبدول يتضمن حساب الجاهيل بدءاً من رك عثال 





بشكل تراجعي ثم × ثم ,× وآن القيم × تحسب بنقس الطر, 





التراجعية التي يتم 
فیها حساب × ولکن بالاستعاضة عن درط ب يرط مع ملاحظة أننا أضفنا العمود 
الأخير الذي يمثل مجموع القيم الموجودة في نفس السطر وعلى يسار تلك القيم الموجودة 
في هذا العمود . ويمكن توضيح ذلك أيضا بالشكل التالي: 
xı | x2 | xı |RS| Z‏ 


كنة | a] a2] a | a4‏ 
ئتة | مده | حدھ اجمہ | بيه 








ووه مرت | دود | جه | رده 
bıa | bı | bı4 | bıs‏ |1 
| لله | لله | له | لله 
اله | لله | لله | لله 
bı Bas‏ |1 
۱ 
6 0ج 
1 
x‏ 1 


1 




















نضع أولاً أنثال جملة المعادلات في الحدول ٹم جمع کل سطر ونضع التعائج في 
العمود الأخیر وھذا كاختبار للحل ثم نبدأ بتقسيم السطر الأول على أول قيمة فيه 
على اليسار ونقوم بحساب أمثال مجموع المعادلتين وتتابع العمل حتى نهاية الجدول. 
وھکذا نری من الحدول أنة 
































والرمز < قي هتا الجدول نعتي يه القيم الموجود 


المعادلات (الثوا 








حيث إن العمود الآخير يمثل 
كبقية الأعداد وهي تعتبر اختباراً للحل. 
مثال (2) 

حل جملة امعادلات الخطية التالية بطر 








غوص 
 -8‏ ×72- ×57+ ,56+ ,7.9%( 
05+ ,×48- ,×ک8 























236456 














084557 


























-10 31 2.76265 4876| 
1.15190 496405| 13.032391 
366] 6.21645| -1,70582|-10.36658| 

1 | 2103394] 0255520 491 
-6.87000 5 5.25801| 50374 

[63845۔9۔ |264198_ 2 
|1.86372- |0.76536- 1 

-9.83768|-27. 16062| 

0.56790| 1.56790| 

0.56790 1.56790 

1.426301 0.42630 1 أ 
1.12480 0124801 1 
1.967101 1 0.96710 








بت) وقيما يلي هذا الخدول من أجل مجموعة مؤلفة من ثلاثة معادلات 


مجموع القيم التي على اليمين في نفس السطر وتحسب تما 























لوب مھ 


مثال (3) طريقة غوص 
حل جملة المعادلات الخطية التالية باستخدام طريقة غوص: 





یمکن ترتیب ا حل بطریقة غوص مستخلمین ترتیب ا حل بالندول التالي: 








الفرتحت 25 | الحدود الثابتة | 5ك جو او 
ا 1533] 1133 1- 1 6۲+ 
۲ 36 1 6 |1 
جلت , 6 ا ا1 
2.56 67۔ | 0.167- | 1 Bl‏ 
38.6 7۔ | 583 
| 486 ) | ق5 ا7ا اہ وش 
6.60 ]| 1 | ہے 
563 5.60 
10.05 1 
te 8.62 |‏ 
1 
| 




















مثال (4) طريقة الحنف لغوص ‏ رلو ب جر 











حل جملة المعادلات: 
8- پلا- ,2+ ید- ھ 
3X, =‏ 3+ ,26 - ,2 
x, +X +X;‏ 
XX +4X, +3,‏ 
الحل: 


تکتب الجملة بالشكلة 


1 
































TEE. 
2 =2 3 :3ت‎ 2-30 
رر‎ 90 -2 

4 3 4 الع 


نرقم الأسطر كما هو موضح أعلاہ بہ ,۴,۴ ,8,8 على الترتیب: 
وبإجراء التحويلات التاليةة 





250 > (E,) 
~E) > (E) 
E,-E,) ¬» (E,) 


1- 2 2 
1- 1- 0 
ہی پل تا 
0 





نبلل السطرين وا مع و بسبب أن عنصر انحور معدوم في ر۴ فتصبح الجملة 
بالشكل: 





ماعنا إلى ب, ۹ا ےزوت ۲ 


مارگ 


مثال (5): (توضيح خطأ التدویر) 


التكن جملة المعلدلات الخطيةة 





0 140 15.4 3 
55.0 13.0 140 4-150 
510 120 13.0 14.0 
إن خطوات غوص - جوردان هي: 
7 0933333 1.0 1.0 
1- 5-. وو0,9999- 1.0- 0.0 
8- 1.066662-/ 1.0- مم 
0.866662 0.066662-/ 0.0 1.0 
2 3.000005 0.999995 | 1.0 0.0 
٥۱33333‏ 0.066667 0.0 0.0 
0.999985 0.0 0.0 1.0 
3 1.000030 0.0 1.0 0.0 
1.999985 1.0 0.0 00 


وبالتالي فإن الحل بطريقة غوص - جوردان بدقة ستة أرقام عشرية بعد الفاصلة هي: 


x, = 0.999985‏ 
x, =1.000030‏ 
x, =1919985‏ 
إن حل هذه الجملة بطريقة التعويض المياشر هو: (1 ,1 ,1) وبالتالي يوجد خطا 
2 (28. 
حساب في هذه | لطريقة عن الحل الدقيق يسبب تراكم خطأ التدوير. 
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طدیٰ 
رمق ری شولےکی (Cholesky - method)‏ 
لنکتب جلة الکدلات اخطیة بالشكل: 
AX=b G24‏ 
حیث [ ة] = ۸ مصفوفة مربعة من المرتبة ‏ و 
Xx, Ain‏ 
b=:‏ 
سو Xa‏ 
اشعة عمود لنضع ۸ على معل جته ممئرة غلبت متغلى, [رظ] =8 
بالصفوفة الثلثیة العليا [نه]-© ذات قطر واحد أي بالشكل © . 8 -.4 














0 0 لے آک‎ a 
bı 0 18 
3 3 3-25) 
Du bq ba . 
العناصر با و پ٥ تعرف إذاً بالعلاقات:‎ 
8 )3-26( 
(۱<ز<6) ا ا‎ 
3 
ر2‎ 
یو اہ‎ 
Du 
G-27 


= ٦ (<i<i) 


ومنه ند المتجه 6< الني نبحث عنه (الحل) يحسب بالعادلاتة 
BY=b ; CX=Y 3-28)‏ 
کون الصفوفات 8 و © مثلثية الجملة (3-27) تحل بالشكل: 


r 








0 )3-0( 


العلاقات (3-29) 











امنا مع حساب العوامل و 


الصفوفة ۸ تناظرية أي: 








مثال (6) حل جملة المعادلات التالية 





3x, +x, -X, +2x, =6 [ 
E 


-5× +× +3×, -4×0 >-2 





1 ۰ 
3ے ×3 ×3 


لنرسم الجدول التالي التي يبين في القسم الأول منه مضفوفة أمثال جملة 





المعادلات وعمود الثوابت وجموع التحقق 


فإن | لعمود الأول من القسم 1 يعوض في العمود الأول للقسم 11 


بعد ذلكه با أن 





«(1 


114 
















































6)٤ 
L99999'0 | © 
2 


* JST] 52 1 

$0 [-20؟|]‎ Sto $0 1 

199999: L999999'0 | EEEEEE'0- 
7 





1 









3 
1 
ك 


















































للحصول على السطر الأول في القسم 11ء لنقسم كل عتاصر السطر الأول 
للقسم 1 على العنصر ,,8 > ,,2 » قي حالتنا تقسم على 3» لدينا إذن: 


=3 =06( 





الم الآن العمود الثاني للقسم 11 نطلقين بالسطر الثاني 
بتطبيق العلاقة (3-25) نعين يرط : 





بعد ذلك ؛ إن حساب زرء(3,4,54,6 -) حسب الہلاقات (3-4) يسمح بإنشاء 
السطر الثاني من القسم 11: 


۴ “0 
9۹۶ 
سے ےڑھ (5)-(12۔)] = ( ورا ۲ 


4|3 (5)- )| 2=( = .ر 












1 





ووصولاً إلى العمود الثالث لحساب ورط, يرط حسب العلاقات (3-3) » 





نتمم القسم 11 شیتاً قشيثاً عمود - سطرء عمود - سطر .. - نستخدم العلاقات -3) 


(28 و (3-29) فتبحدد ضمن القسم 111 ,× (2,3,4. 





إن التحقق يتم بفضل العمود :2 التي يخضع لنفس المؤثرات لعمود الثوابت. 
أخيراً نبين أن هناك عدداً كبيراً آخر من الطرقه مثل طريقة الاسترخاء وغيرها من الطرق 
ونكتفي بذكر الطرق السابقة 








(3-4-1) طريقة شسولسكي (0111©) للمصفوفات ثلاثية القطر : 
إن طريقة احور للمصقوفات ثلاثية القطر تسمى أحياناً طريقة "شولسكي”" 
لأعذ جملة المعادلاتة 
b,x, +X =‏ 
وكلية + وكتوط + aX,‏ 
(3-30) د 


پوراتر8+ نتر + aX‏ 








بعد ذلك تکتب کل مجھول كتابع للمجهول 





وهكذا كتبنا و کتابع ل۔ 
التالي. ولنفرض أثنا حصلنا على: 
Xi = AX; +B,‏ 
نعوض هنه القيمة في المعادلة الأولى من (3-30)» ينتج: 


۷ 














a;B, 
Ja Bi 332 
ا ات‎ 
ويمكننا إذن أن نكتب:‎ 
x; = Ax, +B; 
0 
ےر‎ 3-3 
۴ الك‎ 
Bg, JAB 
۸ھ‎ +b; 
النعوض 1 -1 في المعادلات (3-31) ولنقارن مع (3-29) بد أن:‎ 
]۸- G-34 


lB, 
پ۸ ء‎ <٥ المعادلات (3-39) و (3-30) تسمح لناء شيئاً قشیتاًء (وذلك بإعطاء‎ 








B, =o‏ ) حساب الأزواج: 





صب[ يه وق (A,B) , (AB)‏ 
إن حساب العوامل ,4.:,88 يصبح ممكثاً بإستخدام قيم دليل أولى ل «ج-! -1 
الآن سنأحذ قيما ثانية ل 1ج 
تسمح لناحساب امجاهيل: في الحقيقة إن المهادلة الأخيرة مين (3-30) تكتب 
بالشکل: 





ولا< وکوتا+ ےھ 


وھذہ تکتب : باستبدال ہے× بقیمتھامن (3[33) 





لات مكتوظ+( روه + a,(Agıxa‏ 


Baa 
aA +b, 





۸ 





حسب [3-33) .حيث 1-08: 








1 ٹم ہے× ء.. حتی × » بالتتالي: 
ال ای 
(3-5) طريقة مقلوب القصفوفة Matrix inverse method‏ ”7 گر 


بفرض أن جملة المعلدلات الجبرية مكونة من 8 معادلة ب 2 مجهول: 








(3-36 
aX +AaXa +. FAX, =o 

وإذا رمزنا لمصفوفة أمثال هذه الجملة بالرمز: 

a, a. | 

كل بده 

2 د ےم 
ا 
ل رو2. 





ولثوابت هذه الجملة يالعمود 





ولعمود الجاعيل بالرض: 





عندئذ يمكن كتابة هذه الحملة بالشكل المصفوفي: 


1 



















AX=B 
رض أن 140ء3 (مصغوفة غير شات)‎ 


ته لنضرب طرفي العادلة الصفوفیة من 








A^".A.X=A^.B 





۸8-× 
مثال (7): 
حل جملة المعادلات التالية: 


2+ +52 4 








5x-8y-42=1 
نكتب هذه الجملة مصفوفياً بالشكل 8 - 47 كما يلي:‎ 


2 1 51| ]4| 
3 3 ||| 2 
5 


اد إعاله- ه 





بمساب 87 مهد أن: 





الطرائى إلتكرارية: 5 


هنلك طرق كثيرة جك التحليل العددي لحل ججلة المعادلات الم 





3 بالتأكيد. لانستطيع في ذا القرر تفلیتھا مٹل طریقة کروتہ طریقة الصدرج 00991608 
طريقة الاتجاهات المتناوية. ... وغيرها من الطرقه 
وستكتفي في هذا المقرر 


سے 3-0) طريقة جاكوبي: دمر چو ب مړ من عن هن 
لنعتبر أمثل ا جموعة ثلاثة معادلات بثلاثة مجاهيل: 





نر يعض الطرائق التكراريّة ومنهة 





G-38) 





ولاک والویق+ وترر۶2+ رکرو2 


لنحل المعادلة الأولى بالنسبة ل ,× » الثانية ل ر× » والثالثة ل ,× وهكذا 
وھذا یعطی: 





الطرف الأيمن من (3-39) فتحصل على القيم الجديلةة 





و 


)340( ( × ھ- )× ھ- روا 
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للحل: 
وهكذا ... 
مثال (8): لتک نک 








پ× فنجلۃ 





وھکذا حصل على التكرارات المتتاليةة 


1 Yr 















































(a, #o 


تعتمد هذه الطريقة على حل ال 


ةط = ۸X‏ بالنسبة ل ,× مع 


التحقق من أن 





يمكن تلخيص الطريقة السابقة إذاً وبشكل عا 


قرار التوقف بعد التكرارا 


ات يعتمد على ا حلۃ 


80 
| 90001 
68660 
901 
66:0 
01ء 
60 
60 
22230 
081 


00000 





| 


866607 





01 
0٥6۶۰۲۴ 
0200'1- 
07 
010:12 
أ‎ 18960- 


£60 


2508'0- 





8666'1 
3 :000 
861 
3 ارات 
7661 


۲0٤ 


٤٤ج‎ 


00000 


x) 











1000: 
1660 


90001 


)6 





200 


867 
























حیث ٭ عدد موجب صغير يعبر عن دقة انقل 


كما يمكن البرهان على أن الشرظ الكاني 





81 متحول هو 





طریقة جاکربي - مہ ھل 8 معارلة: 
جلة المعادلات ا 





یة الخطیقہ وعندھا ١‏ 


aX +. +a, =, 








+ ag +. 








یکن أن تل ل بطريقة كبرب التكراية وتان بعد التحدى من الحرط رکو 
التالي للتقارب: 





> )3-42( 








(i=1,2,:. 


التكرارية لحاكوبي عندئذ عي: 


حیث (, 


إن العلاقات 








تج سے ويه 








)343 [ععية-...- ييه “ريه |b,‏ 





x, +2x +5, =12‏ 
كما هو واضح فإن عناصر القطر الرئيسي ير معدومة (ولیست صغیرۃ جداً) 
ولذلك يمكن القسمة على أمثالها ولدينة 


2*] 


[ہو۔ 





ومن اجل: 














وھکنا مد انۃ 
107/30 
233/90 
229/150 
4661/1800( 
703640 
313/450( 
وبالاستمرار بهذه الطريقة نجد أن التقريب ("×," 
الدقيق (3,2,1) للجملة السابقة. 
مثال (10) 





) یتقارب من ا حل 





حل جملة المعادلات ا خطیة التالیة (بطریقة جاکوبي أو بطریقة التقرییات التتالیة) 
8- :0.08 - پ.×0.24+ بده 
3x, - 0.15 =9‏ + :0.09 
0- 48+ ب×0.08- :004 





الحل: 
نحل المعادلات الثلاثة على الترتيب بالنسية ل 
0.06x, +0.02x, |‏ 
x, =3-0.03x, + 0.05, |‏ 
002+ ,5-0015 ہد 
وهي تکتب بشکل مصفوفات بالشکل: 










۳۲ 





-003 0 005|.lx, 
|-0.01 002 ه‎ ۴ 


تار الحل الابتدائي 


۳ 021 2-006 0 ا 











نعوض في هه القيم فنجد الحل الأولة 


×۳ - 2-)0,06(.3+)0.025 





0.05(.5-19)+0.03(.2)-3- الإير 
5.04 0.02(.3)+0.01(.2)-5- اع 
نكرر العملية ثائیة قتجد: 











0446. 1.9094 
وهكذا مجد أيض 
x) =1.90923‏ 
x =3.19495 ; × =5‏ 
مثال (11): 


حل جملة المعادلات خطية التالية باستخدام طريقة : 
ل ام طريقة جاكوبي: 
9 





10x, 24 +X; 


قحي يب ب 





+ ۷ئ 


الحل: 
نحل هذه المجادلات على الترتيب بالنسبة ل 








نجد أن 
4لم : 6ا۔ظإر: ون۔۳ 

وبتعويض هله القيم من جديد تجد أنة 2 

= 09+02x1.6-0.1x4= 0.82 

.6-0209+02:4-2 

4-05#09-0 2516 3.15 

وهكذا جد العلاقات التقريبية التكرارية : 7 

0-01 

۱ 







2ھ0+وؤ۔ x‏ 
02+ 6-02۳۱[ ٣ل‏ 
ای0 4-0.5 4 ( 
ویمکن ترتیب النتیجة بالحدول: 


1 4 2 3 4 5 6 
0.9 | 0.82 | 1.03 | 1.01 | 1.00 | 1.00 








) | 1.6 [2.22 | 2.07 | 2.00 | 1.99 | 2.00 





























4 5 4.0 | 3.15 | 3.03 | 2.97 | 3.00 |] 0 

ونجد أنه بدقة محددة لدينا المساوياتة 

×= × ; ×= 
ويمكن اعتبار أن هذا هو الحل هذه المعادلات. 
وفيما يلي خوارزمية طريقة جاكوبي: 

لجملة معادلات خطية من الشكل © > 476 حيث نول هذه الجملة إلى الشكل 

المكافى التالي: 
X =BX +d; -1‏ 





B= (bj); d=(d,,.-d,) 


NA 























أو الشرط: 





وإذا م يتحقتق هذان الشرطان نبدل بين المعادلات بحيث تتوضع الأمثال الأكبر في 
العادلات على القطر الرئيسي تكون فيها عناصر القطر الرئيسي الأكبر (وإلاً محل 
المعلالات بطريقة مباشرة). 


3- تختار شعاع ال حل رقم صفر: 








=P, .,0(‏ 
4 وبحسب الدستور التكراري التالي: 
رفظ یہت :]طس ٭ a+‏ بر 
۶ 
محصل علی ا حل التقربي حتی یتحقق الشرطۃ 
مجع بی ہے (ط×- ۴كا جم 

حيث © هي دقة الحساب وتكون معلومة. 
(3-7) طريقة غوص — ılıدJ Gauss - Seidel Method‏ 

هذه هي طريقة أيضا لحل جملة المعلدلات الخطية مع تعديل بسيط لطريقة جاكوبي 
فعنلما تحسب في علاقة جاكوبي مركية الحل (أو القيمة» : فإنها تستخدم في 








x 





الي عصل على علاقات التقريب التكرارية 


التاليةة 


۳۴۹ 








ای 
ا 


(344) ۔ دم 








ييه 





والشرط الكاني أيضاً لتقارب هذه الطريقة هو: 


nef ie 1 ع‎ 





ج(ەمی) ) 
وهو الشرط نفسه في طريقة جاكوبي. 
ملاحظة -2-: 
من أجل حل ابتدائي يمكن لطریقة غوص - سایدل ان تتقارب من الحل الحقيقي 
بینما لاتتقارب منه طريقة جاكوبي . يبرهن أن طريقة غوص - سايدل تتقارب مرتين 





أسرع من طريقة جاكوبي ولذلك تعتبر طريقة غوض - سايدل أقفضل من طريقة 
جاكوبي. 
وفيما يلي خوارزمية طریقة غوص - سایدل والخطط النھجي نما 
ا خوارزمیقۂ 
1- إدخال الوسطاء والمعطياتة 
> علد المعادلات 


© = العدد الأعظمي للتكرارات . 
٭ = حد التقارب (الدقة) 
وقراءة المصفوفات 4 , 8 (من المرتبة 1+ه * م) 


1 








وع 
2- نقسم العادلة رقم 1 علی العتصر القطري پھ 
(ہ٭ وہ) E)‏ 3 


3- ضع عداد التكرار 1 = »K‏ ضع القيم الابتدائية للحل 
في المركبات 0.0- أ« (هيا-6) 
“× مستخدماً علاقة التكرار: 





4 احسب التکرارات التتالی 


xT =a J الع‎ J ax 





2 
)1=( . 
5- اختبار التقاربة 
) إذا کان "-x| he‏ 
اذهب إلى الخطوة (6) 
() إذا كان | 





اذهب إلى الخطوة (7) 
6۔ اختبار عداد التکرار: 
ه) إذا کان ع٤ا‏ > ءا ء ابدأ العداد عا ب اء وعد إلى الخطوة 4 
ط) إذا كان 1< 1 اذهب إلى | لخطوة (8) . 
7- خروج التقارب . اكتب الحلولة 

(صراع6 38 
8- أطبع " البرنامج فشل في التقارب في التكرارات (1) . خروج. 
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مثال (12) : (غوص - سايدل) 
حل جملة المعادلات الخطية التالية باستخدام طريقة غوص - سايدل: 


4X x +X, =4 





1 


8 

وبليجاد الحلول المتتالية مع أخذ أربعة آرقام عشریق جد ا مدول: 

x2 x‏ 1 التكرار 

0 0 0 0 
1 010010 01333*10' 0.1133 01 
2 0.1050102 0.9473x10°  0.9889x 10° 
3 0.9896x10° 0.1005*10'  0.9999x 10° 
4 0.100110" 0.9999x10° 0.1000 10' 
5 0.1000*10' 0.100010: 1000۰ 107 


"٤ 





مثال (13) طريقة غوص - سايدل 

حل جملة المعادلات الجبرية الخطية 
24 

=30 

=-24 

باستخدام طريقة غوص - سايئّلء لدينة 






































-0.75x +6‏ 
=-0.75x + 05x +75‏ 
و جہوون- ۳ڈ 
ولدينا الجدول التالي: (سبع أرقام عشرية بعگرالقاصلة) لسبع تكرارات الأولى للحل: 
5 4 3 وی ا نا 8 
303433231 (3.0549316 (3.0878906 (3.1406250 5250000 آ1 | 
x‏ 
|397 3.954223 3.9267578 3.882861291 812500 |1 |( 
x‏ 
152 5,007 0183105-501181 .2929695 5.046875-5.0 1 |^(„ 
1 3 
1 7 6 [6)0 
١| 3.0214577 | 30134110 |‏ | رم 
اود 
x) | 1 | 9821186 | 39888241‏ 
50020900 | 50044703 | 1 | )0„ 
Xx‏ 














مال (14) حل جملة المعادلات الخطية باستخدام طريقة غوص - ساييلة 
10x, +x, +x, =12‏ 
2x, +10x, +X, =13‏ 
4ھ و×10+ ,×2 + ×2 
الحل: 
نحل المعادلات الثلاثة على الت 
الشكل التكراري للحل. 


بالنسية ل پ×,یڈ,و× للحصول على 
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13-02 -0 


1.4-02 -02 





لنأحذ الحل الابتدائي: 


x =12 , x0 =o, 





فنحصل على الحل الأول: 
x =1.2-(0.10=‏ 
06 =0.2(.)1.2(7) -3 1= 0 
x =1.4-)0.2(.)1.2(-)0.‏ 










).().06)= 0.948 

وكذلك التقريب الثاني: 
x = 1.2 (0.1((1.06(- (0.10.948) = 0.9992‏ 1 
١ ١6‏ -(0.1()0.948)-(02(.)0.9992)-1.3 2 
0.999098 = )00536. 0.2.0( -)0.2)(0.4442( -1.4 

نتابع ال حل حتی التقریب الخامس من خلال الجدول التالية 

BEES 

1.2000 | 0.0000 | 0.0000 
1.2000 | 1.0600--0.9480 
0.9992 | 1.0054 L@9991 
0.9996TT.0001 | 1.0001 
T0000 | 1.0000 | 1.0000 
1.0000 | 1.0000 | 1.0000 


xı =1 








k 








اہ سا یم سس ھ ہا 


هه 














علماً بأن ال ١‏ 
5 

نظ کے 

یقف حساب التقريبات عادة عندما يكون قيمتين متتالية ,36 ”بشكل كاف" 





هو: 1= ,1= 











نستطیع استخدام معيارين: 








1 














(2) التقارب النسبي: 





وعندما یکون علد المعادلات 


ونستطیع الا 


الجيد اختبار كل حل ,]2 . 





رأ جداً فإنه من غ 


على بعض هذه الخلول: وتحتبر أيضا الكميات من التموذج: 


لاد د ااه 











أو 
افير 









ان 


إن التقارب لایتعلق باختیار القيم الابتدائية × ولكن يتعلق فقط بأمشال 
اللتحولاتہ إن التقارب يكون محققاً إذا كان من أجل كل قيمة ل 1 (أي كل سطر): 





تک ]وف 





ےکس لے 
(3-8) مسألة القيم الخاصة وحل جمل المعادلات الجبرية الخطية 
(اضطراب واستقرارایحل) 
إن لمفهوم القيم الخاصة المعرذوفات دوراً اساسا في الكثير من العلوم الریاضیة 








بمسألة حل جمل العادلات ا مبریة ا خطیة حیث لک “أن هته القيم أهمية يالغة عند 


الحديث عن مسألة تقارب الحل بالطرق غیں المباشرة (التكتوارية- العددية) لحل جمل 


المعادلات الجبرية الخطية. سيتم إذن حزاصة هذا المفهوم مع بع ضالتعاريف الأساسية ثم 


"٤ 





دراسة بعض الشروط على هذه القيم بغية التعرف على موضوع تقارب الحل لبعض 
من هنه الطرق العددية حل جل المعادلات الجبرية الخطية 


بعه التعاريف الرئيسية 


"نصق قطر الطيف" لصقوفة مربعة ۸ هو علد >0 معرف بالشكل: 





p(A)=max|2,(A)|; 1sisn 
حیث 15150 :((3,)۸) مجموعة القيم الخاصة للمصفوفة‎ 
تعريف2-:نسمي "قيمة شافة لمصفوفة" 4 ونرمز له ب ٦ا ا تر التر بیعي الوجب‎ 


AA ã 





“انه - ]| ا 
Ml = lu =u,‏ -2 
=maxlvl‏ .|| -3 
أما بالنسبة للمصغوفات قيمكن الحديث عن التظيم من خلال النظرية التالية: 
نظرية -1-: لتكن .4 مصفوفة مربعة عندئذ لدينة 
ته 
جج مهد احا -1 
oA =|,‏ - ہے ہے 
max Do la;|‏ = 
1 
نسہ - (۸۸)م 


خاصة : لتكن .4 مصفوفة مربعة عندئذ لدينة [۸]> (۸)م 





e 
3- Al, sup ع‎ 





خاصةة *((ه)م) - نہ 


1 








ملزمظة-4-: (لن نتحدث عن نظري القيم الخاصة وكيفية وطرق الحصول على 
والأشعة الخاصة يترك هذا الموضوع لمناسية أخرى... وهو موضوع هام ويتم بطرق علدية 


وغيرها من الطرق الشهيرة.) 





سيتم طرح هذه المسألة من خلال مثال بسیطہ لتكن الجملة الخطية 





7 5 
E 30 





G47) 





7 
8 6 10 9 
7 


هذه الجملة لها الحل التا 








321 
29 
کے‎ G48) 


309( 
هله الجملة تملك الحل الثالي: 








بمعنى آخر أن خطأ نسبياً بمقدار 0.003 على المعطيات أدى الى خطأ على النتيجة 


بمقدار 0.8 : نقول ان لدينا نسبة تكبير من مرتية 2500 وكذلك لو أخذئا الجملة 





"المضطرية” -- ميت مضطرب في الطرف الا 





۷ 





حیرفت اق يركب هد 
x, +X‏ 6 504 708 
x, +êx,‏ 989 598 8 
998s, +x,‏ 9 499 6.99 


هنه الجملة تملك الحل التالي: 
کت 
137 


X= 
7 


= G49) 


2 
هنا ايضاً تم تعديل طفيف على المعطيات فحصلنا علی تغیر کبیر فی النتیجةہ مع 
أن المصفوفة .4 تناظریة وحددھا يساوي "1" ومقلوبھة 
6ه 10 1ه 25 


-41 68 -17 0 
1857 


:)16( مثال‎ 
x, =1000 
> 
1.002x, x, =1 x, =1001 


x, = 2000 
5 
1.0015 پ×-‎ Xx =2001 


مثال (17): 


ملاحظة-5- : هته الأمثلة تبين أن الخطأ في المعطيات يكون من مرتية كبيرة الاعتبار في 
العلوم التجريبية وبالتالي فإن مستخدم التحليل العلدي يخاطر بأن يقتنع ...- 


144 








بتحليل هته الظاهرة من خلال تعريف 


افالة لی من اجل 6ھ 


التظيم نصل إلى إحدى حالتينة 


لت 
ينتج أن الخطأ التسبي للنتيجة مقاسة بالكسر: ]| تقدر كتابع للخطأ التسبي 


ا کے 
7 بالشكلة 
ا 15x‏ 


le 


(3-50) 





A(X +5X) = b+8b 


8X =A "sb 
۸-6 الالة التانیة من أجل‎ 
ax CS dal E 
نه بالك ]هزم ب بي تقدر كتايع‎ 
اللخطأ النسبي على المعطيات 8 7 على العطيت 8 بالشكل:‎ 
۸ ۸۸ 
اا سر‎ 5 





6+8۷۸ 1 آ1۸‎ 
(A+AAXX+AX)=b i 





AX =-A”AA(X+AX) 

ملرمظة-6-: في كلا الحالتين نبين أن الخطأ النسبي بي على النتيجة قيس بالخطأ النسبي على 
المعطيات. مضروياً بالعدد [|4|4[) بجعنى آخر نقول» من أجل نفس الخطا النسبي 
على المعطيات فإن الخطأ النسبي على النتيجة المرافقة يكن أن يكوت كبيراً ممقدار ما 
يكون هذا العدد كبيراً. لدراسة ماسيق من خلال يعض النظری 





يجب أن نقدم 





التعريف التالي أولاة 
تعريف -4-: ليكن || ]| نظيم مصفوقاتي. 4 مصفوقة قابلة للقلب. نعرف العلد 
Cond(A) = K(A)= (A =A]. jA "| 3-52‏ 


14۹ 





ويسمى رقم الشرط - أو الرقم الشرطي - لصفوفة 4 بالنسية للنظيم 
المصفوفاتي أن العدد (44) کل یقیس حساسیة ا حل 
للجملة الخطية 43-5 مقابل التغير على المعطيات .4 و 0. وبالتالي ماسبق يبين 


المعتبر. إن المتراجحات السابقة 








أو سيئاً" حسيما 


لتتيجة بشكل 


أهمية فرضية (أو إعطاء تعريف) "جملة خطية مشروطة جيذا -مكيفة: 
یکون رقم الشرط  )4(‏ لمصفوفتها كبيراً أم صغيراً بمعنى حسبما يغير 
كبير أم لاه 





ملاعظة-7-: 

إن مفهوم الشرط لحملة خطية ليس إلا حالة خاصة لمفهوم عام في التحليل 
العددي. ويمكننا أيضاً دراسة جذور كثيرات الحدود مقابل التقيرات في المعاملات. أو 
دراسة الشرط على القيم الخاصة أو الأشعة الخاصة لمصفوفة مقابل التغيرات في 
عناصرها. وبالتالي من هذا المنظور يجب أذ الحذر من امكانية الخلط بين : جملة خطية 
4-0 مشروطة سيئاً وبالتالي البحث عن القيم الخاصة لنفس الصفوفة ۸ يمكن أن 











يكون مشروط جيداً. 
نتائج : 
نظربة -2- لتكن 4 مصفوفة مربعة قابلة للقلب” × و ×5+×حلول (على 
التوالي) الجملة الخطية: AX=b‏ 
والجملة الخطية: مق + - (ة +ع00)م 
وبفرض أن: 8+0 فين المتراجحة التالية 
| ×8 
١ین‏ انظارںے تھا 


٣۰ PI 


وأقضل إمكانية تكون من أجل مصفوفة 4 معطةهي إنجاد الشعاعين #۶0 طاو 


#0 80 جحيث تصبح التراجحة السابقة مساواق 





نظرية -3- لتكن ۸ مصفوفة مربعة قابلة للقلب” وليكن ×و ×5+ × حلول (على 
التوالي) للجملة الخطية: 47-86 


وللجملة لك 





(A+AAXX +AX)=b 





وبفرض أن: 0ط فإن التراجحة التالية عققة: 





[۵۸ ہے )×۵ 
K(A) 3-54)‏ < 5 
ادا ×ھ+×] 


وأفضل إمكانية تكون من أجل مصفوفة ۸ معطادھي إیجاد الشعاعین 50 
ومصفوفة 440 بحيث تصبح التراجحة السابقة مساواة ولدينا من جهة أخرى 
المتراجحةة 

4 |۸۸] 
axl < لارںڈ×‎ 1 


89 JA] oda} G-55) 
:4- نظریة‎ 
من أجل كل مصقوفة 4 لدينة‎ - 1 
م ادلم‎ 
K(4)=K(4") -b 
K(a4)= 





من أجل أي علد 0 * » 
2 - من أجل كل مصفوفة .4 لدينا 


Fea 
H(A) 


(دم القيمة الشاثة عرفت سابقا). حيث القيم في البسط والمقام (على التوال 





K,(A)= G-56) 





أكبر وأصغر قيم شاف للمصفوفة ۸) 
3- إذا كانت ۸ نظامية (۸'۸ = "۸۸) لديند 


max: 
3-57 





>(ھ۸)رڈا 
یں 


11 





حيث القيم في البسط والمقام (على التوالي) تمثلان أكير وأصغر قيم خاصة 
للمصفوفة ۸)۔ 
4 الرقم الشرطي (۸)رK‏ لصفوفة واحلية (1= 4 ۸= 44) أو متعامدة (. 
وتحقق الشرط (1> ۸'۸- '۸۸)) يساوي 1". 
5- (۸) یکا "٥ہن۷‏ مآ“ -خیر متغیر- بتحویل واحدي أي: 
إذا كان (1- 206 (۴)۴۸ - (۴,)00۸- ۸70) ا - (۸) با 
مثال -18-: بالعودة إلى المثال السابق - 
2و ١‏ 
E‏ 
8 
3 


لدینا وباستخدام النظيم الإقليني نجد أن: 


7ھ رو > 3.858٭ پ3 >0.8431٭ پ3 > 0.01015 پ2 
وبالتالي: 


موود أنه 2 





وكذلك: 





(ويالتالي لستا بعيدين عن المساواة». 


ملاحظة -8-: يلعب مقهوم القيم الخاصة دوراً أساسياً 





روط على القيم الخاصة وبالتالي 
على (4)× لحل هذه الجمل كما هو مثلا في طريقة جاكوبي وغوص- سايدل وطريقة 
50# وطربقة 0©..) 


1- مغهوم تقارب الحل لحمل المعادلات لحيث توجد 


2- تسريع التقارب (بعد دراسة تقارب المصقوفات وربط هذا المفهوم بالقيم الخاصة). 

3- ربط ما سبق بالعادلات التقاضلية الجزئية حيث أن مجموعة المعادلات الخطية التي 
ندرسها في الغالب هي معادلات تم الحصول عليها بطرائق عددية مختلفة طبقت على 
المعلالات التفاضلية مثل طرائق الفروق المنتهية والعناصر المنتهية وغيرها من 
الطرائق وبالتالي هنا يوجد سؤال هام عن علاقة القيم الخاصة بحلول هذه المعادلات 


الخطية وبالتالي بحلول المعادلات التفاضلية الحزثية وربط ذلك بالطرائق العددية؟ 








حل جملة المعادلات الخطية التالیة بطریقة جاکوبي ؛ ثم بطريقة وص - سایدل 


قق من شرط قارب لل) 
1- 





























4x xy +x; =4 
بد‎ +6 +2 -9 
x 2x +5 
2 
جره‎ + 0.245, - 0.08 -8 
0.09% + 3x, 0.15%, =9 
0.04x, -0.08x + 4x, = 20 
حل الجملة الخطية التالية باستخدام طريقة الحذف لعوص » إت الحل الدقيق لكل من‎ -3 
× هله الجمل هو 3- ر×1-= ر×را=‎ 
a) 4x -x+X, =8 b) x, +2x, +4x, =11 
2x, +5, +2, =3 4X, =X; +X; =8 
1 2x +5 +2, =3 
۹ ر×- 4+ ,×2 (ك‎ =5 
x +X, 3x, =9 
4x, +X; +2x, =9 
حل جملة المعادلات التالية باستخدام طريقة مقلوب مصفوفة:‎ -4 
a) x+y+z=1 ۹ ×+ +6 
2x -3y+2 =2 x + 2y +32 =4 
2x -2y+2=3 x +4y +92 =36 
رب(‎ d) 2x+y+5z=4 
-x+y+2=3 3×- 2+28 -2 
2-3-2-2 5× - ر8‎ - 48 -1 








مار كلولة 
حل جمل المعادلات الخطية 
(1) - حل كل من جمل المعادلات الخطية التالية بطريقة الحتف الغاوصي ثم بطريقة 


غوص-جوردان: 





2x 3x, +*, 





x +x 
N) 
/7, -13/14, -3/14( الحل:‎ 





x +x 3x =5 
(17/7, —-19/14, 41/14) الحل:‎ 


0- يدجن 








بلل: 1/7 ,2/7 ,1/7 
(2) - أعد السؤال السابق من أجل جملة المعادلات الخطية التاا 
6- يندت ,226 + x = x‏ 
4 


2x, +x +33 - دك‎ 











=x +x‏ بد 





x +x, 


(3) - أعد السؤال السايق من أجل جملة المعادلات الخطية ١‏ 





ل 


















E 


x +x =1 
وا‎ + 1 





* حي 
4x, =2‏ 32+ يد + ,25 








1-= ×= ×+ × - 
(4) - حل جملة المعادلات الخطية التالية بطريقة غوص - سايلل (تحقق من شرط 
تقارب الحل): 
6= 2+ ند- پ10 
5ھ 350+ ود- 112+ × - 
2x x, +10x, x, =-11‏ 
3x x, +X,‏ 
لنحل المعادلة الأولى بالنسبة ل ,× والثانية ل × والثالثة ل × والرابعة ل 
ا 





MITE 
1ا وم‎ 


کد 








1 
على رليم 
9 :ھ0 
15 1 
کلم لړ 
8 8 





3 
عت 
8 


وهكذا نحصل على التكرارات المتتاليةة 

عير مم نلم 
بشکل متتالي والجدول التالي يبين ذللشة 
5 4 3 2 1 90ا 








0.0000 |0.6000 ]1.030 ]1.0065 ]1.0009 ٠.6001 
(x) ]0.0000 |2.3272 [2.037 |2.0036 |2.0003 0 
ٹس‎ |0.0000 |-0.9873 |-1.014 [-1.0025 |-1.0003 |-1.0000 
3 


0.0000 |0.8789 [0.9844 (0.9983 [0.9999 | 1.0000 





3 
Xe 























ولدينا أيضة 





۷ 























کا اسیا 
القصل الرابع ۰ 
تقريب التوابع باستخدام الاستيفاء الداخلي 


Interpolation 





ليكن لدينا التابع (:8 - لا وقد أعطيت قيم هنا التابع في النقاط 





: ,× (سنسمي هله النقاط بالعقد- أو عقد الاستيفاه - ) والتي تعرف 
أيضا باسم نقاط الاستناد والمسألة المطروحة هنا هي معرفة قيم هذا التابع في نقاط 
داخلية واقعة بين نقاط الاستناد آو العقد السابقة. في هذا الفصل سیتم استيفاه تابع يمر 





مر نقاط الاستناد بخطأ معدوم وبالتالي يمكن من خلال هذا التابع المار بهذه النقاط 





جريبية (عقد الاستيفاء) حساب قيم هذا التابع في نقاط تقع بين هذه العقد هناك 
علد كبير من الطرق التي عالجت هذه المسألة من أجل نقاط استناد متساوية البعد فيما 
بينها وكذلك نقاط استناد غير متساوية البعد وسنبدا أولاً بطريقة لاغرائج التي تعلل 
هنه المسألة في الحالة العامةء أي من أجل عقد ليست بالضرورة متساویة البعد فیما 
بیٹھا۔ ولكن قبل ذلك ستقدم المسألة بطريقة رياضية أي ستوضح مسألة الاستيفاء أولاً 
بشكل رياضي ثم نعود لذكر طرق الاستيقاء 


(4-1) مسألة الاستيفاء الداخلي: ف ض۳ 

من أجل (1+م) نقطة استناد (/,,:)ء هر...,0,1,2 >1 لتفرض أن التابع 
التقريي الذي نبحث عنه عيارة عن كثيرة حدود من الدرجة 2 على الأكثر (:)8 ويحقق 
العلاقة: 


















لتأحذ ()5 من الشكل : 


„+ a,x + a,x +a, 





ونجل هذه الجملة من المعادلات النطية تحصل على قيم المجاهيل 


8, 0,[,2,...1 <1 ۔ 





مثال (1) 
أوجد كثيرة الحدود من النرجة الرابعة المارة بالنقاط (ر(,,×) التا! 


ا 2-8 1 
6 4 1 ك1 x j2‏ 
2 186 3- 21 6و 



















الحل: 
بتطبيق الطريقة السابقة وحل جملة المعادلات نجد أن : 









P, (x)= 2x 5x? +x? -7x +6 ہیا یا‎ 

متا ن 27 گر ہے کی لوا 

> 4-1-17) كثيرة حدود الاستيفاء الداخلي للاغرانج ١ Lagrange interpolation‏ 
لنعتبر نی هذہ ا حالة (8+1) کثیرة حدود (×) ہا من الدرجة ‏ كل منها معرف 


من اجل 





1ره >1 بالعلاقةة 








الذي يحقق الشرط: 


عندما ع1 : 06 


زس |( 1 


تسمى عادة () 1 بكثيرات حدود لاغرانج في هذه الحالة يمكن البرهان على أن 
20 كثيرة حدود التقريب المارة بالنقاط ,*.....,*.م* تكتب بالشكل: 


عنماء- 1 | : [ 


)4-6( () ا 0-5 »1 02م 
ولدينا طبع 8 0 

P, (x)= 3 f(x L(x, )=f(x,) 40 
7 البرھان:‎ 


إن كثير الحدود الذي نريد الحصول عليه يتعدم في 8 نقطة 














ا 
ويأخذ الشكل: 
x, )(x- x, )-(x-xa (x =x, (x -x.) (4-8)‏ 

حيث ,© ثوايت . لنضع ;×= × في العلاقة السابقة آخذين بعين الاعتبار أن 


1,):(=1 (لأن كثيرة المحدودمن الدرجة 8 تنعدم في جميع النقاط عدا النقطة 
(× - *) قنحصل على: 


1>(ى- بعالب - =x Js; =x, (Ki‏ ع)×۔ بجی 


۱ 








نية نی العلاقة (×),7 السابقة جد آن : 


-×ل(ی×-×( 





سعال×-م) 






L,(x)= 





وهنه ليست إلا عبارة عن كثيرات حدود لاغرانج التي تستخدم قي كثيرة حدود 


P,(x 





)4-10 0-7 
ملاحظة: يمكن كتابة عبارة (*) ,1 بالشكل: 


TI(x-x) 


)4-11 -- سے ہے (م) ا 
(x-x)I I(x, =x)‏ 
جساب كتبرات جدود لإفرانع: حدر کور 


وجدنا 


لغ کسر 
ke 9 35‏ 


كما وجدنا أن كثيرة حدود التقريب للاغراتج تعطى بالعلاقة: 


/ : مار( ےھ( عاظ 





حيث إن (×),1 حدود لاغراتج من الدرجة 3 . وتحقق الشرط: 
k#i‏ 


° 
Lk), k=i 


لی 








۹ 


k= 2‏ : ( ,)ر P,)×,(=‏ (تقاط الاستنا 





يلاحظ أن شكل كثيرات حدود لاغراتج غير متغير بالنسبة للتحويل الخطي 
+= × (هرط ثوابت و 0+ 2) " يترك البرهان للطالبء حيث نستيدل ا ب 
Cat, +b‏ 


لحساب كثيرات حدو لاغرانج يمكن استخدام المخطط العا 





.×-ہم× 
Xi 7Xa‏ 
XX,‏ 





لئرمز جمداء عناصر السطر ١‏ 
وهكذا » أما بالنسبة لعناصر القطر الرئيسي (العناصر التي تحتهاخط) فإنها تكتب 
بالشکل: 





i 
ي ,0ء ولداء عناصر السطر الشاني ب- ت1‎ 





II (+x) 





فنجد أن: 

(k = o,1,...,n) (4-12) 

وبالتالي فإنة 

(4-13) ب(دے) 011ب 


وفي حالة تساوي البعد (المسافة) بين العقد - نقاط الاستنلا نكتبة 
+h (4-14)‏ 














رر یں > . 
درو ھا ال متا <١‏ ش حارم اسيناء لاز 
73 
ليكن جدول قيم التابع ()ز - لا معطى ب: 


03s [ 040 | 0.50 [| 55‏ | 25ه [ 020 | o.ıs‏ | كمه د 
y| 0.9512 | 0.8607 | 0.8187 | 0.7788 | 0.7047 | 0.6703 | 0.6065 | 0.5769‏ 
11 10 8 7 5 4 3 


اود (045)؟ 
الحل: 
لتبسيط الحسابات نفرض 


مثال (2) 
































:051 > 2 عندئذ قیم التحول ا مدید ؛ في نقاط 


الاستناد هي : 11 , 10 , 5,7,8 4, , 1 ويجب إيجاد قيمة لمن أجل 0.45 >« أي 





من أجل ۲=9. 


لاعذ ٤-1٤‏ 70ي 





1) فنجد الخطط التالي الني يبين قيم كثيرات 
حدود لاغرانج: 


153 






















725760 | 09512 | -0.0131.10* 
268607 | 0.880 | -0.3202.10* 
7560  ]0.8187 | -10829.10+ 
0.7788 | 1.3520.10* 
0.7047 | -2.0390.10* 
0.6703 | 2.6530.10* 
0.6065 | 0.5348.10* 
-80640 | 0.5769 | 00715.10“ 


(0.45-x,)=3840 |= > 2 


nme 











E 


دا س هھ ۾ د هھ 








1.6535.10 





5 
E SESSA 











[I (045-x) 2 ٦ 





y)0.45( 


49 - *10 . 1.6535 × 3840 = 
(4-1-2) خطأ الاستيفاء للاغرانج: بد9 را ار و٠‏ 
إن خطأ الاستيفاه بهذه الطريقة يكون معدوما قي نقاط العقد وفيما عدا ذلك 
يمكن البرهان على أنه يعطى بالعلاقةة 
s(x)= f(x)-P,(x) 4-17)‏ 
1 


(11 2 ET (4-18) 


(n+1)! 











حيث © نقطة تنتمي للمجل 29 

(إن برهان العلاقات السايقة موجود في معظم كتب التحليل العددي المذكورة في 
المراجع سے 
مثال (3): 








أوجد كثيرة حدود الاستیفاء للاغرانج جموعة التقاط المعطلة بالخدول 




















0 03 1.00 





0.66 



















yi | 10 1.391 1.935 2.718 


الحل: 


باستخدام علاقة الاستيغاء السابقة نجد أن: 


P(x)=y,L, (x)+ y1, (x)+ yıl, (x)+ y1, (x) 
0.66)(x-1.0) ار یو ا‎ 
0-0,66()0.0-1.0( ئا‎ 
(x-0.0) (x-0.66) (x-1.0) ا‎ 
(0.33-0.0) )033-066( )033-10( | 
(x-0.0) (x-033) (x-1.0( 
(0.66-00) (0.66-0.33) (0.66-10) 
0.0) )×-0.33( )×-0.66( 
33) (1.0-0.66( 






+1391 








+1.935 





78ہ 











(1.0-0.0) (1.0 


مثال (4) 


استخدم العقد: 4= ر×,2.5= 





الداخلي للاغرانج من الدرجة الثانية أو أقل للتابع 
الحل: لدينة 
0 


_ )4۴+24(×-32 


65(×+0 





1,(-1)2(- 05 


155 





f(x, )=f25 


f(x,)=f(4)=025 3 


P,(x)=3 f(x )-L,(x) 





= (0.05x -0.425)x +1.15 


لحساب قيمة كثيرة حدود لاغرانج في النقطة 2.25 = × مثلاً نعوض قنجد 









P,(2.25)=[(0.05). 
= 0.446875 


.25(-0.425[×2.25 +115 








147 | 


والمطلوب حساب (13)0.6 باستخدام كثيرة حدود الاستيفاء الداخلي للاغرانج 


ثم حساب الخطأ في ذلكه 
الحل: ‏ لدینة 


1 2 
L,(0.6)= پت‎ 1 ,)0.6(= 7 


2 


L,(0.6) ; L,(0.6)=- 





1 
6 


0.5099756 





P,(0.6) = 


1Y 


















وهي قيمة (10)0.6 الطلوبة 
أمالحساب الخطاء فلديئة 


(يه- عليه عاليه- المع لك 





لدينة 


ك5--(* 


(0.6-x,)‏ تا - مہ 


إن © غير معلومة لذلك من قيم اللجدول السابق وباعتبار أن ٥‏ 3[ر×,,×] 


لدينة 


048 


(0.4)' <C“ <(0.8)' 


ا 
چ> og‏ 2.44146( 





TI (0.6-x,)=0.0004 


| 5(0.6) | < 0.00390625 


وبالتالي فإن: 





- 0.5138826 < In (0.6) < - 0.5060686 
:)6( مسألة‎ 


أوجد كثيرة حدود لاغرانج للتايع > هله - لز 








1 
1 
اداح 


آ ایم دانم 
» 
1 


مثال (7): 


لیکن لدینا ا جدول التالي لقيم التابع (×]1<>ل: 


سی 30 32442 3228 321.0 
8 251081 250893 2.50651 





احسب القيمة (1)323.5 


, 2323 


5 
1 
س 





ومنه حسب علاقة لاغرانج الاستيفا 





15 






8( )323.5-325( 
228( )3242-25 


251081+ 





2.5087 = 0.43708 - 1.83897 + 1.18794 + 0.07996- = 
مثال (8): 

باستخدام كثيرة حدود الاستيفاء الداخلي للاغرانج أوجد كثيرة الحدود من 
الدرجة الثالثة على الأكثر المار من النقاط المبينة يلحدول التالى: 





الحل؛ 


-1()x-2()»-4( 
-1)(0-2)(o-4) ` 






لو 


(4-1-3( الفروق |لمكصaة Divided differences‏ 
لنشکل الفروق التالیقہ للتابع 1:0 - ل 


i= a2, (4-19) 








هذه العلاقات تسمی ” الفروق القسومة " من الرتبة الأول, 


مثال (9): 


(4-20) 


المرتبة 4 


[Xo,Xı,X2,X3,X4] 





مثال (10) 





E‏ او یا 
يمكن كتابة جدول عام يسهل كيفية الحصول على الفروق القسومة: 


12ء 


جدول الفروق المقسومة 


ا مرتبة 3 


[XoXı,X2,X3] 


[Xı.Xa,X3,x4] 





الرتبة 2 


[xo,xı,xa] 








1 المرتبة‎ 
[Xo, xı] 
[xıx2] 


[xa,xs] 
[x3,x4] 





شكل الفروق المقسومة للتابع المعطى بالحدول التالي: 


لفن 









































x| 0 02 03 
148.877 157.464 





کے 
ور روے 132651 سے و 


0.2-0 











وهكذا . ... الجدول التالي يبين بقية الحسابات: 1 

1 1 5 

| الرتية 4 الرتیة 3 | المتبة 2 | المرتبة 1 | ای ا 
ا 1 ۱ سور رج وا 

ا 8دا ای |۸۵۵87(ادہ 

0 اق و | 157.464 | 0.3 

0 1 | 167 79 عي | 166375 | 4ه 

0.7 | 195.112 173 

۱ 104.44 
ا | 216.000 | 0.9 











بعالو ب (4-1-4) علاقة نيوتن للاستيفاء الداخلي بدلالة الفروق المقسومة: 
من العلاقات السابقة يمكن الحصول على العلاقة | شهيرة التالية والمعروفة 
حدود الاستيفاء الداخلي لنيوتن من أجل الفروق المقسومة: 


مم کر جرد > )يم 


له 








لضم (ہمدےےم) ۔ ہعم) اہی 


+ردم) (ہے) [۔ 
(ب×-(دم) (م) [, 


علاقة الخطأ 





5 = y+ [serx] (=) e: 7 








تى هذه العلاقة تحسب من العلاقةة 4 


R(x)= f(x)-P,(x)= (423) 





١ = (4-24) 





(n+)! ( 


۷۲ 

















مثال (11): 


شكل كثير حدود الاستیفاء للتابع (×4- المعطى با مدول : (وذلك باستخدام 


x 0 2.5069 | 4 
y | 0.3989423 | 0.3988169 | 0.3984408 | 0.3978138 


3ہ | 369 | 











وأوجد اعتماداً على كثير الحدود هذا » (113.7608ء۔ 





الحل: لنشکل جدول الفروق القسومة التالي: 














[المرتبة3] المرتبة2 | شسقةوا ر )٤ع]‏ 
039423 | 0 
| 0.00005- 
۷۳ءهھ) 03988169 | 069 
| | 0.0001499- یج 
| 0000199 | ممم | 0.3984408 | 5.0154 
ا 2 | 0.3978138 | 270 











جدول الثروق للصومة 





وباستخدام علاقة نيوتن السابقة نجد أن: 











(2.5069 --. ))+0.0000199:- 0.0000500 - 0.3989423 - ۷ 
ومنه: 
Y (3.7608) = 0.3989423 - 0.0000500 x 3.7608 -‏ 
x (3.7608 - 2.5069) =‏ 3.7608 × 0.0000199 - 
0.3986604 = 
(4-1-5) الفروق المحدودةة مون 





لنفرض أن (:4 - لا تابع معطى - ول عبارة عن الفرق (الخطوة» 
بين نقاط استناد متساوية البعد فيما بينها . 


ويفرض أن التابع معطى قيمه في التقاط (,5)؟ > إلا من أجل التق 


AK; =X, —X, =h ومنه:‎ » ×, 





r 
























النعوف الفروق التاليقة 





يمكن كتابة العلاقة الأولى بالشكل: 


Ay, = (1+ A)y; 








1+ A)yq, =(1+ A) yı 












(4-26) 
) + “زه‎ yı 

وباستخدام ثنائي حد نيوتن نحصل على: 

yu =¥ + CAY, + CAY, الال ...سج‎ (420 

وبالعكس. لدينة 


< بل[ -(ھ +1]< بلا2ھ 
)4-28( + رن" “زه + )كك - “إن + )ع 





جدول القروق الأمامية 





Ay 








)4-29( 
بأنه الفرق الخلفي الأول ل الا ٠‏ والني يعطى من خلال الجدول التالي لبقية 


الفروق الخلفية من المراتب المختلفة: 








2 ٢ 
V Ya 7 | 





(4-1-6) كثيرة حدود نيوتن للاستيغاء الداخلي (ذي الفروق الأمامية) 
لنأحذ التابم (×)؟ = لر المعطى بالنقاط 


=۴)x,( ; =2...‏ ر من أجل تقاط الاستناد 








لیر 


ول الدونچ 





یکن البرهان على صحة العلاقة التالية والتي تعرف بعلاقة نيوتن للاستيفاء 
من أجل فروق أمامية: 


(x-x,)(x-x,)+...+ 


)432 ہ×-ع) 





وكذلك بتبديل قيمة.× بدلالة ‏ يمكن الحصول على العلاقةة 
P+) = y+ qay, + Dey. +‏ 


(4-33) 





A" 2‏ 
)4-34( لا 0 
أما بالنسبة للخطأ فهو نفسه الخطا 

من أجل الفروق المقسومة: 


)435( 





أو 


لفن 


33) 

















R(x, +qh)=h™ a+! q(q-1)..(q-n) (4-36 
5 ملاحظة:‎ 

لو أحذنا 1= د :نجد أن علاقة الاستيقاء الأخيرة تأخذ الشكا 26 
(437) عاد P)x)=y, +q Ay, p2‏ پا 








وإذا أخذنا >2 : فتحصل على علاقة الاستيفاء المكافئية التالية: 


(وو عاد تز 








مثال (12) لبه 





لتأذ الخطوة 0.05 = 1 








أنشئ كثير حدود الاستيفاه السابق ليو تلتاع 
التالی: 07 اما 


0.087 








ا 341 | 3.55 
0.005 : 

2 | ووو | 0.092 9 | 3.60 

| 3.65 | 38.425 |, | 0.095) ۳ 

3.70 | 40.447 5 1 


عندئذ نجد أن: 

















= (440) 


(441) 





المطلقة إذا استخدمت جميع ال 


مثال (13): لتكن قيم التابع أ > لا معطلة 


1 100_إنخاً 
1.00499 1100000 7 










1.03 1.04 
1.01489 1.01980 





المطلوب: إبجاد قيمة × 


رجد الخطأ في هذه القيمة 





7” 


الحل: لديناً 








۱۷۸ 














(06 
24 

56 - 
(حل هنا التمرين باستخدام الفروق الأمامية) 


طبعاً. هنا لدينا جدول الفروق التا 









ESS Ayı yi Ayı ۸ 
1.00 | 1.00000 
| ا ووبووم أ۹‎ 
| 1.01 | 1.00499 o:00496 | 0003 | زوممون‎ 
1.02 | 1.00995 -0.00002 -0.00002 | 
0.00494 -0.00001 
1.03 | 1.01489 -0.00003 








اا 


0.00491 





لنحسب الآن الخطا: 





2-()ڈ 


(3()9-4- )(2- وا( )ہلل 
كي 3.28125-()أثاير 


وقيمة هذا المشتق العظمى تتحقق من أجل 328125 








00897216810“ 


۷۹ 





سے (4-1-7) الاستيقاء بطوية 


رجڑلوں بھی ب فن ۲ هل[5, 2 


ایتکن ٥مناع1٥ج۷ء٣مز‏ ٭اہلانھ 





تطبق هذه الطريقة مهما كانت تقاط التو 





للعقد ويمكن استخدام الاستیفاء 


الخطي للاغرانج: 
)4-43( 





لدينا أيضاً كثيرة حدود لاغرانج من الدرجة الٹا (۸=2) تکتب بالشکل: 


, ر 


)445 ےیک کے 







عال(×-م×) (ہد-+)×-) 
بن كا م 





وهو كثيرة حدود من الدرجة 2 . للسهولة يمكن ترتيب هذه الحسابات على 


شكل جدول كما يلي وذلك من أجل 8-3 


۔. 
1 
٠‏ 
3 































وهي (ع)د ,8 
لقيمة الواقعة على يسارها مباشرة ومن أول 8 





مثال (14) 


احسب قيمة كثيرة حدود الاستيقاء الداخلي بطريقة أيتكن من أجل 3< × للتابع 


المعطى قيمه بابحدول التالي: 





الحل : ترتب ال دول: 





علماً بأنناحسبنا القيم داخل الجدول من العلاقات التاليةة 


1 |jY. x.-x 





۸۱ 

















2=" باستخدام طریقة أیت 














AY 














تماریں 


1- استخدم علاقة لاغرانج لإیجاد كثيرة الحدود التكعيبية للتابع المعطى قيمه با جدول 





التاليء ثم قدر قيمة كثيرة الحدود في النقاط 3,5 
۱١۱١۱٤‏ 

[-[۱۱-۱]۱اسعا 

2- استخدم علاقة لاغراتج لإيجاد الحدود من الدرجة الرابعة على الأكثر 
المعطة قيمه بالحدول التالي ثم قذّر قیمة کثیرة الحدود من أجل 3 

۲ْ 1 

0 
ن احسب (0.5 للتابع العطی بالمدول التالي: 























x 





















3- باستخدام طر 




















0 0.2 0.4 08 1.0 1.4 
ly [6.000 | -5.0704 | 4.2304 | -2.3384 | -1.0000 | 3.6656 | 


(الجواب : 3.8125-) . 
4- باستخدام طريقة أيتكن احسب (110.5 للتابع التجريي المعطى قيمه بالندول التالي: 


IE SEDGE OS Eo 
ر‎ 75 0.87616 1.47697 | 2.17408 3.00139 | 




















1.0 1.1 12| 
4.0000 | 5.21941 | 6.71872 | 








(انواب : 0.49775) 


5- أعطٍ كثيرة حدود الاستيقاء لنيوتن (من أجل قروق أمامية) للتابع لا العطی بابخدول: 





KI EA A E IES 
2 | s.o | 10.4 | 12.4 | 14.0 | 15.2 | 
لیکن جدول القيم التالي للتابع * هما - لا‎ -6 




















5 


18 








ب 













































































x y 














1 1000 0006 00 
1010 | 3.0043214 
1020 | 3.0086002 | 


3.0128372 | 1030 
33 | 1040 | 
3.0211893 | 1050 | 
المطلوب أوجد 1044 108 وذلك باستخدام طريقة نيوتن من أجل فروق أمامية. 





ثم من أجل فروق خلفية. 
7- أوجد “14 هذه و “56 هذى اعتماداً على جدول قيم التابع × اء = ل بینٴ15 وٴ55 
آخذاً الخطوة 


ss‏ | 8 إل كه | 4 |[ :ة [# |[ ہو ] #2 [ بر زعا 
Ly Lozsss Î 0.3420 [0.4226 | o.00 | 0.136 | 0.6428 | 02071 [0.166 | o.s192 |‏ 






























































(ط)- وكذلك عند النقطة ۶-۵ إذا كان: 


x 1۷ کچھ‎ ar 0.1 


10 020431 | -0.08993 | -0.11007 | 0 








0.5 
079845 


(6)- وکذلك عند 

















0.4958727 





2 0.4982120 

3 0.4980630 
0.4980705 

1 0.010070 (b) 
2= 5 


۸٦ 


























50 -ما- 3 03 ,0.3- ,0.1 ,0.1 
400000025 جميع التقاط 
©( 122356 1 13 
1.18451 2 12,121 
1.11778 3 007س 
1.13745 4 جميع النقاط 
(d)‏ 0.8629029 1 0.6 ,04 
0.8688582 2 0.2 ,0.6 ,0.4 
0.8696111 3 0.8 ,0.2 ,0.6 ,0.4 
0.8693047 4 الكل 
(e)‏ 1.5717608 1 001 
1.5274061 3 0.4 ,0.1 ,03 
585 3 0.5 ,0.4 ,0.1 ,0.3 
1.5316948 4 الكل 





(2) - استخدام النقاط التالية وفق استيفاء كثيرة حدود لاغرانج من الدرجة الثانية أو 


أقل لتقريب 0.34 510 ثم أوجد الحد الأعلى للخطأ هذا التقريب. 
sin 0.30=0.29:‏ 
sin 0.32=0.31457‏ 
sin 0.35-0.34290‏ 

=0.33 اء للمعطيات في التمرين السابق لإيهاد كثيرة 












(3) - أضف النقطة 32404 
حدود لاغرائج من الدرجة الثالثة أو أقل. ثم قرب 8180.34 و أوجد الحد الأعلى 
اي 


الحل : 0.33348 حد الخطأ يساوي: ©5107 





(4) - لیکن *3- "3:6 - ()؟ قرب (1]1.03 مستخدماً كثيرة حدود الاستيفاه من 


درجة 2 او أقل. استخدم 1> وٰد 1.05- بدو 1.07 








حد الخطاً الستخدم نی قانون الخطاً للاغرانج. 





(5) - استخدم المعطيات التالية لإيجاد كثير حدود الاستيفاء الداخلي للاغر 


الدرجة الثالثة في النقطة 1.09= ×. حيث التابع المقرب هو: 





عدهها مرهما - ()؟: استخدم ذلك لإيجاد ا لحطا. 


AY 





4 (1.05)؟: 0.1924 (۶)1.00 


f(1.10)=0.3933 :£(1.15)= 0.3492 





الحل: 0.2826 لخطأ “7.410 بدقة 
(6) - استخدم المعطيات التالية لإيجاد كثير حدود الاستيفاء الداخلي للاغراتج من 


> م حيث التابع المقرب هو 





الدرجة الرابعة في النقطة 25. 





(×)۶ء استخدم ذلك لايجاد الخطأ في هذا التقريب. 


f(1.01)=1.00000 :f(1.2)=1.55271 





1.99372 





f(1.4) 1170 :f(1.1)=1.23368:f( 


الحل: “4.110 و 1.75496 ٠‏ 





5) - قرب (80.75 مستخنماً الاستيفاء الخطي حيث 0.5 > پد, 1= × 


) - قرب (10.25 و (1)0.75 مستخدماً 











() ا خالتان (5) ,(8) تكونان الأفضل ويعود ذلك لموضع العقد 


(51) - قرب 3. مستخدماً استيفاء آيتكن للتابع *3-(:)؛من أجل العقد 








A۸ 








3- حساب علاقة الاستيفاء الداخلي لنيوتن مستخلماً جدول الفروق المقسومة 
4 احسب 505 


الحل: 1- 





iz] fe) 














| لسينس] | لسييسع‎ | [xx] 


-0.108739 
۶۷4 





-0.4837057| 
-0.5489460| 


01۱.007651977 
١۱3/٥٤۵٥0۸6۵ 














061 3 560 40.554022 
0680685 |0.5786120- 2 
118183 | 90.2818186 
| 0.5715210 |2|0.1103623 
2- لدينة 


+(1.3-ع)(1.0- :)0.1087339 - (0.1 -:)0.4837051 - 0,7651977 - () ,ل 
(1.0-)0.0018251 + (1.6- )(3. 1- :«)(1.0- :)0,0658784 + 
(1.9-×)(1.6- ×)(1.3-×). 












P,(0.5) = 0.5118200 





تن لاع التجريي التالي: 





٥٥ 0‏ ع] 








195060 


10 
03]131.669[150.6971179.323]203.212[ 











۸۹ 


1.00000 | 1 











KS] 





mk: | 1930 | 0 





3]إعدد السكان بالمليون| 














الفطل التامسق 
الاشتقاق والتكامل العدديان 





يتم عادة حساب قيم ال 





ابع حقيقي (×)۴ = ل من خلال تعريف المشتق 


التحليل الحقيقي ولكن مسألة حساب قيمة هذا المشتق (من أي مرتبة في نقطة ما 


لتابع معين بدلالة قيمه في عدة نقاط فقط يتم من خلال أخذ كثيرة حدود الاستیفاء 





الداخلي (2,)5 للاغرانج أو ت 





آو .۔ بثلاً من التابع نفسه بمعنى آخر: إن 


ات التقريبية لتابع (×)لا يمكن إيجادها من كثيرة حدود التقريب (),8 وذلك 


بقبول (») ,2:)(,8 بدلاً من (*)لا , (»)”ر و ... (على الترتيب) وكماهو معلوم 


فإن هناك کثیرات حدود (استیفاء) 





الغيلة من هذا النوع ويمكن مناقشة عدد من هذه الصيغ, 
ويمكن أن نكتب: 
y(x)=P,„(x)+ E(x)‏ 


حيث (5)0 هو الخطأ لهذا 1 











٭× ‏ ()٭ط+(م)۳<۔(ء) ظا 


(5-1) الاشتقاق العددي باستخدام كثيرة حدود الاستیفاء الداخلي لنيوتن (ذات 


فروق أمامية): 


طبعاً في هنه الحالة 





وباستخدام كثيرة حدود الاستيفاء 





العبارات التالية: 


نقاط توزيع العقد تكون متساوية البعد 


الأمامية يمكن الحصول على 





(-ی پا 








مت 20-1 7 ات 
RY SRE‏ 

11(9-3)+ 2و(9)- :و(2 
اه 1( 6 )- :2(9) 





ج 





ECL 55)‏ 
( 22 
وحيث 4-1 + ,×= × 
أو العلاقات المقابلة بدلالة × أي من أجل ٩ = ٠‏ وبالتالي م×= »: 
( 
4) (-ہوامیںی رح تار 


Sis 
اک یڈ‎ (5-7 
2 6 





م 


۵ 
dx 





7 )5-8( 





3 2 ۔>(,گ)"”٭ 


P(x) _ 1 (qe 4‏ 0 
( + و 24 - پر 0 دف د رين قر 





ول لكثيرة حدود من الدرجة الأولى في 
هذه الحالة تعطى بالعبارة 


۱۹۲ 


Dn 








روی 





1-و260-(ء 





(برهن ذلك) 


1 


او العبارۃ القابلة من أجل ٭> پ(,× > ×): 


العبارة المقابلة من اجل >٥‏ پ(م× > ۴): (ع)<ٴ 





ويمكن البرهات على أن عبارة الخطأ من أجل حدود من الدرجة « نی النقطة 





(,* > *) تعطى بالعبارة: 


h" 


e,(x,)= (5-10) 
2 








وإذا كانت 8 صغيرة جدا يمكن اعتبار أن: 


)5-11( ×(×)ءء 


اع 
h‏ 





حيث يمكن اعتبار أن: 


)5-12( 





مثال (1): 
لا العطی با جدول التالي: 


Ay 


1.7-2 








5 99 

وموم أ كاففة | 5 ا ا ۱ 

| 05ھ | 29036 | چ 17| 55 
0.0031- 1.7782 | 60 


0.0347 
65 | 1.829 


1۹۳ 
















)0.0414 + 0.0018 + 0.001666(-0.008973 





0ك 


مثال (2) 

إن المسافة ٩)0‏ = لا ال مقطوعة بوساطة نقطة مادية متحركة منحنية خلال الزمن 1 

تعطى بالجدول التال 
| 0.05 



























0.06 09 


000 








| 100.000 








044 : 003 : 002 :001 :مع 5 


لنشکل جدول الفروق 


























Ayı | ay | Ay‏ اج 
0.00 ۱ 
أ 1.519 
3 1.519 ۱ 
082 کا ۱ 
0.004- 0056 01 
0.021 وهم 0.307 
E 0.002‏ 0372 
018 | .1 | 0.435 
0.045 
4 | 1و0 | 0480 
|051 
ا 
لدیتا 0.01 - طط 























V(o) = 100(1.519 - 1.496 - 0.046 + 0.020 - 0.001 ( 

0.4 cm/s 

W(o) = 10000 (2.995 + 0 
30600 cm/s 





0.139 - 0.075 + 0.003 














dy _ 5000r ._ SOrt 
sin ہے‎ 


9 9 





50 2500007 _ ۲ 
08ى 2500007 _ لا ے پپ 
dt 81 9‏ 


۹ في هذا اللمدول يمثلان القيم الحقيقية 











۲ ۷ 3 
اش ات 1 
30462 | 0.00 | 30600 | 4م 0.00 
oo) 29780 | 303.08 | 30001 |‏ | 
28625 | 596.98 | 28780 | 393.6 | 0.02 
1 ]| 872.66 | 26250 | 5963 | 0.03 
25 | 219 | هدض | ۱ 
204 | 11219 | 23.360 0.04 
| 11217 | 





5) الاشتقاقالعددي باستخدام كثيرة حدود الاستیفاء لنیوتن (ذات الفروق ۶۶ 


الخلفية) 














/0 4 P(x) 
3 اا‎ 








)5-19( 








وهكنا تجد أن الخطأ 


).© عند استخدام كثيرة حدود استيقاء لثيوتن من 





الدرجة ھ وذات فر 
e,(x,)=y'(x.)-P(.)=‏ 


وهي قيمة تساوي مطلقاً للخطاأ من اجل الفروق الأمامیة السابقة 





ملاحظة: هناك كما ذكرنا عدد كبير من کثیرات اشدود التقریبیة مشل کثیرۃ حدود 





لاغرانج وستيرلينغ وغيرهما ... وبالتالي يمكن الخٍصول على عدد کبیر من صیغ 


الاشتقاق العددي - التقريي - وقد اكتفينا في هذا المقرر بذكر الطريقتين السا 





) 





الاشتقاق العددي باستخدام كثيرة حدود الاستيفاء الداخلي للاغرانج: 
المشتق العددي اباستخدام كثيرة حدود الاستيفاء الداخلي 





يمكننا أيضاً إعطاء عبا 
للاغرانج وذلك من أجل عقد استيفاء متساؤية البعد فيما بينها ولنفرض أن الخطوة بين 


العقد تساوي ط معرفة بالشكل: 1-«إ....,0,1,2 -8 2 , #- ,*- بيد والتابع 





,0,1,2 12 , (ع)کرح نر إن ک 





(+1 معطی تجریبي بالقیم: 8,.۔ ۃ حدود الاستیفاہ 





الداخلي للاغرانج وكما هو معلوم سابقاً تعطى بالعيا 





(0 ہر عو مل 7× دردد 
ا سے ہے 





و 0 :23۸0 








)بط - نار )8 





بالتعويض والاشتقاق (حيث نفرض أن ¦ © © (<)بر ) محصل على العيارة: 


600ھ 






ن أجل الحالة السابقة تمد أن الخطأ في حساب 


(1-40) 









-10y, +18 -6 ر‎ 





8y +8, y+ 





- )3+ 10+ ,ر18 ,6+ „ 





)142( 
(1-4)- الاشتقاق العددي باستخدام كثيرة حدود الاستیفاء الداخلي لستیرلنغ: 


-16y, + يبر36‎ - 48, + 


إن من مساوئ علاقات الاشتقاق العدذي السابقة للتابع لا في النقطة ,»ع 
أنها لاتستخدم سوى القيم الأحادية الجائب للتإبع من أجل و < :د. بينما علاقات 


الا 





اى التناظرية التي تلاحظ قيم التابع العطیٰ من أجل و×<× كماهومن أجل 


× > ×. هن العلاقات تسمی بشکل عام علاقات | 





يلي واحدة من هذه العلاقات وذلك انطلاقاً من علاقة الاستيفاء الداخلي لسعيرلينغ 


لتکر 


....مجبموعة من التقاط المنساوية البعد 


۸ے ہدس ہد و 0گ < نز القيم الموافقة للتابع المعطى 








قيما بينها بخطو 





و وبالتعويض مع ملاحظة أن التابع لا تقريبيا هو 





(8- وبقرض آن : ع 

1 
کتیر حدود ستیرلینغ, حصل علی العلاققۃ 
مثال (3): أوجد قيمة 


الي: 





في صقر التابع (×)ل المعطى قيمه في الجدوز 






180 | 12 
70 | 7 











0.5815170 | 


أ 
أ 
| 0.5817781 
۱ 


1.84 | 0.5818649 
1.86 | 0.5817926 


1.88 | 0.5815566 | 





+٩‏ 1641-+ 097 وبالتالی نجد آن: 
arg‏ ويالتالي 
)1-43( 


5.91.10 = - ”و يمكننا تحسين هنه القيمة من] خلال العلاقة (1-43) فنجد 
التقريب الثاني التالي: 
5.911.107 
ويمكننا أن نفرض إن ٣۱0.05911‏ ومنه: 
qh =1.84+0.05911.0.02 = 1.8411822‏ + 
وبالتالي: 1.8411822(=0) ر 











تغارس 


1- إذا كانت قيم التابع (×)ر معطة بالجدول ‏ 


6 


1.00 105 110 


y | 1.00000 1.02470 1.04‏ 
المطلوب: 
- أوجد (۶')1 , (۴)1 , (1) ۴ باستخدام الفرو 


- وجد (5”)1.1(,5”)1.1(,5'0.1 باستخدام | 


اوجد(7')1+4 باستخدام القروق ا خلفیة لنيوتن 


ن الشابع المكامل معر 





نقوم بالاستعاضة عن التابع المستكمل (:1 بكثيرة حدود استيفاء داخلي ولتكن 
هنا كثيرة حدود الاستيقاء الداخلي للاغرانج (0:: ولنجزئ المجال (طية) إلى 8 جزءاً 
E‏ یں : 
متساوياً وبفرض ان ٌ2 > ط بوساطة النقاط 0,1,2,...,0 ؛ طذ+ 8 - بير 
n‏ 


وحيث إن ( :۴)۸ = ر ء عتدئذ يمكن إعطاء التكامل العندي بالعلاقة: 


5 ا ر‎ L(x) d= 8 


حيث إن: () !"لآ كثيرة حدود لاغرانج. 


| U(x).dx 7 


("إع تسمى ثوابت الطریقة المستخدمة في التكامل العددي ) 


لنأحذ الآن الحالات التالية ل «: 


الحيث : ٭+×-×) 











وبالتالی من جل نقطتین تجد أن صیغة التكامل تأخذ الشكل: 





تعرف هنه الصيغة باسم صيغة شيه التنحرف لأنها عبارة عن مسلاحة شبه 


منحرف كقيمة تقريبية للتكامل بدلاً من المساحة بين المنحتي وتحور السينات 


والمستقيمين ,×= ل و ×= ل كمافي الشكل (1) 






(5-29) 


تعرف هذه الصيغة ياسم " صيغة سيميسون" للتكامل العدحي. الشكل (2) 


آلية الحساب وفق هذه الصيغة. 












محصل على الصيغة التالیقۃ 


(5-30) (ولا+ :30+ (3+, 





وتسمى هله الصيغة " بصيغة - 


4 من اجل 4 -م 
نحصل على الصيغة: 





2 


(5-31) )ير 





[ر32+ .12+ پر32+ رتا 





1 
7 
وتعرف هذه العلاقة باسم ” صیقة بول " ۱ 








پر 

8 

5وی ں _ 11ے 
160 


أما من أجل صيغة بول فإننا نجد: 


_ 01 
18900 


0.6931746 > 
الآن لو حسبنا القیمة ا حقیقیة للتکامل تجد آنھا 0.69315 - 1-112 


(5-3-2) حساب الخطأ (في علاقات نیوتن - كوتس) 


إن الخطأ في حساب التكاملات السابقة يحسب كما يلي: 


-[ سعه لم1‎ j P(x 


٣٢ 





ولكن نعلم من حساب 





حدود الاستيقاء للاغرانج آن خطا الاستيفاء هو: 


(x-x») 532‏ 11 فا 


ل )يه عد 











ويتعويض هذه القيمة في العيارة السا 











ردم E E‏ تر 3 ژ عملم هم | ژ دح 
لتبدأ بتعويض قيم 5 المتتال لحساب أخخطاء كل من الطرق السابقة في التكامل: 


1- من أجل 1 >« غيد أن الخطأ في قاعلة شيه المنحرق هو: 
5 شا 
a= ¢) )5-34(‏ 


2- من أجل 2 -2 نحسب الخطأ في قاعلة سيميسوز: 


2 
5 ع) 2-2-0 
(5-35) ج) ۳چ ع(ماء 


العبارات السابقة طبعاً استخدمنا لحساب التكامل العبارات: 








إن خطوات خوار 





ة شيه النحرف هية 


۷ 








2- ضمن حلقة من (1)1 =1 احسب: 





لد( -ت)جم)ء برجم هط 





3- يتم التوقف عن الحساب من أجل الفرق بين قيمتين 


أقل من 105 





كما أن خطوات خوارزمیة طر 





سيعبسون هي نقس خطوات خوارزمية طريقة 





شبه المنحرف مع استبدال دستور طريقة شبه المنحرف بدستور طريقة سيمبسون. 


تعمير العلاقات السابقة 





يمكن تحسين القيم السابقة وذلك بزيادة عدد نقاط التقسيم السابقة أي تصغير 


ت ارب إل د قسج وب قيعة التكه ل على كل جل يرتيج 





سابقا ثم جمع هذه القيم مبينر أن عملية حساب أمثل كوتس عملية 
معقلة عندما يكون عدد النقاط كبيراً ولذلك تم تعميم هذه العلاقات للحساب التقريي 
للتكاملات كما يلى: 


3) 





5) قاعدة شبه المنحرف (المركية): 
باذ الشكل 





ر تیم ان 


(e) (+ 628‏ (£ +(2)7)6+(,×)ر] 





مثال (2) لأجطاء م ضع 
احسب ×ا۔ 1 5 
باستخدام طریقة شیه المنحرف وذلك يتقسيم اغجال (0,4) إلى أربعة أقسام 
متساويةة 
الحل: 
لدينا هنا 1 =ط 
ومنه بتطبيق علاقة شبه المنحرف المركبة نجد أن: 


e“ [= 9150 





إن الحل الدقيق هو: 





مثال (3) 








باستخدام قاعدة شبه المنحرف مستخدماً 1.0 =1 , 


الحل: 


من أجل 5-1 





من أجل 0.5 -ط 








فيساوي مجموع الأخطاء في كل جزء من الأجزاء أي 


نحسب الخطأ قي كل مجال جزئي من الجالات 8 وتجمع فتحصل على الخطا: 


5 
a ==") رودی‎ 





حيث 5 < (ط.ة) وتجعل المشتق 


ا أكبر ما يكن وكذلك نجد آن : 


el“ 6-۷ (5-40) 





بنفس الطريقة السابقة تطبق هذه القاعدة على المجالات الجزئية وعددها 


وتجمع فنحصل على العلاقةة 


_b-a 
3n 
+2(f(x)+ f(x) +...+) 


[f(,) +4(f(x,)+f(xs)+...+ (xg, )) 
,((+۶)×:([ 


لاحظ أنه لتطبيق هذه العلاقة يجب أن يكون « زوجي 





)541( 








(5-3-6) حساب الخطأ بطريقة سيمبسون (المركبة): 


بحساب الخطأ في طريقة سيميسون المركبة أيظاً نجد أن: 





N. 








__ 0-e 


542 لٹ رع 
)542( 150 2 





حیث پا نقطة تنتمي ایضاً للمجال (ط,ة) وتجعل المشتق (غ)ر أكر ما یکن 


مع ملاحظة آن هذه الطريقة طبقت على = مجالاً جز 





ملاحظة (2): يمكن تعميم بقية الطرق طبعاً مثل طريقة ال 








الأسلوب السابق 
غ0 یب 1 
مثال(4 ٠‏ نهنا سب الف 
dx‏ 
- 
الحل: من أجل 0.5 - ١ط‏ 


من أجل: 0.25 -ط 


8 





إن الحل الت هذا المثل عو 
إن الحل التحليلي ۾ و 





| ^| =0 
2 





مثال (5) 
احسب خل. عله |[ 
مستخدماً الجدول التالي الذي يعطي قيم التابع »«له: 
130 125 10 أ[ 1.15 1.10 | 1.05 1.00 
1.14017 | 1.11803 | 1.09544 | 1.07238 | 1.04881 | 1.02470 | 1.0000 














1 














وذلك ياستخدام قاعدة شبه المنحرف » حيث الخطوة 0.05 > تا واحسپب ا خط]ً 
المرتكب في ذلك, 
الحل: 
f 0.05‏ 
Jx . dx x > [1+2(1.02470+1.04881+1.072381 +‏ | 


1 


47 ع[ 1.14017+ (1.09544+1.11803 + 


1 2 
إن القیمے الدقیق ھی : 032149“۔][1- *''(13)] 2 فللخطا الة : 
هي 3 بي هو 


072 ۔ 
ولحساب الخطأ حسب القانون السابق: 
"زه 6) ده 


نحسب الحد الأعلى للمشتق الثاني: 


(تحصل عليه عند النقطة 1 >< ) . ومنه فإنة 


(03) 
=0.000015625<0.000016 
12 x 36 x 4 


مثال (6) 
حل الثال السابق بطريقة سيميسون المركبة. 
الحل: 
)1.11803+ 1.07238+ 1.02470 4( + 1.0000[ ته ہی x.‏ 
49 = [ 1.14017+ )1.09544 + 1.04881( 2+ 


بالنسبة للخطة بما أن 








(الحد الأعلى يكون من أجل 1 >۴) 





(03 „ 
180x1296 16 








=9.765625x10 





<9.8x10* 





أو أنها تساوي تقریباً 0.00000001 
(5-3-7) طريقة رومتيرغ وأ ددم 
تبنى حتعرالطريقةً على أساس أن الخطأ في قاعلة شبه المنحرف يتناسب مع “8 » 


وبتصنيف الخطوة إلى النصف وتطبيق القاعنة ثانية ينخفض الخطأ إلى الربع . 





لنفرض أن :1 هو التكامل ميب طريقة شيه المنحرف من أجل الخطوة 8 . عندئذ طبعا 
الخطأ يكون: 


(5-43) 





(عدد امجالات الحزئية هنا يساوي :6 


لنقسم ط إلى قسمين ولثرمز ب :1 للتكامل بطريقة.شبه المنحرف المركية من 





أجل هلة الخطوة المقسمة وحيت 


الحالة: 





آن: 
(545) 


أي أن: 


)546( 





نعوض في هذم العبارة بعد اعتبار المسافة الأولى 21 ثم 
مضاعقة أشباه ا منحرفات لتصبح المسافة 1 | 
(حيث تكافئ هذه العلاقة علاقة سيميسون) 


اقتجد أنة 





“٢)1 (+۲)6,[[ 


= h[f(x.)+ f(x<»)] 
نضاعف أشبكه المنحرفات (تصبح ا خطوۃ ط) ونطبق قاعلة شبه المنحرق المركية‎ 


فنجد آن: 


PF [r(x,)+ 2f(x,)+f(xa)] (5-49) 





114 














ومته بالتعويض تيد أن: 


P [e(x,)+4£(,)+ 1(J] (6-50) 


1= 





الآن بتطبيق هذه الطر 
(5-51) 
هو تكامل نيعيسون فيكون] تفن ا 


)5-52( 





(5-54) 





وبتعويض قيمة: 





-a 
(ج ا کرات‎ 
E Sl 
21 فيكون الخطأ عند مضاعقة أشباغ المنحرفات التي عددها‎ 





)5-55( 


ومنه بد أن: 


(5-56) 








ومن هله العلاقة نحصلل على: 





(5-58) 











هذه القيمة هي القيمة 


والحصول على العلاقة العامة التاليةة 





کی 1ك 


4 (5-60) 





والتي تعطي التكامل بطريقة رومبرغ. 


ملاحظة (3): 


يمكن إعطاء ا مدول التالی 








لحساب قیم التکامل بطریقة رومبرغ 
۰ لقث 
سجعلاف سو الاش اشرت | ارق 
: 
ہہ 3 


8و 1 
1 


E, 
کو سا ہے‎ 





حساب قیم التکامل بطریقة رومبرغ 
مثال (7) 


ا 





الحل: 





۲١٦ 





بة الثانية هذا التكامل؛ يمكن متابعة هذا العمل 


T 


يبون من أجل قيم >1 المتزايلة خوارزمية مبسطة 


| عرد نشباء 


1 
2 
4 
8 
16 


22 














بل حيث :صر...,1=0,1,2 الصيغة التالية: 


)1-81( را (0- 0ح ۷۰ ] 


حيث أنة (ہ 





-4,)4 هي ثوايت يللب تحديدها وللسهولة ققد أذ 


تشييشيف هنه الثوايت كلها متساوية وتساوي 16 


ت أیضاً لتحديد نقاط التق سر 








6 





سنعاج أولاً الحالة الخاصة للتكامل|: 2(4)/ '] ثم تعمم بعد ذلك من التكامل 





)7 . قمن اجل هذه الحالة الخاصة 





f ۷ه(‎ -2 00+7 06(+....+ 0 ([ (182) 





أ عاماً لكثيرة حدود من الدرجة 


كما اشترط تشيبشيف أن يكون التابع (]1 مطاب 


× من الشكل: 


x (1-83)‏ + ژجیم+ عںم+ےہ۔(ماط 





وبالتالي في نقاط التقسيم (العقد) يكون لديا ۱ 


f(x) (1-84‏ - نكا و دا >بدإظط و۔ 





P,(x,)= f(x.) ر‎ 


ويأخذ (2,)2 مطابقا ل (]1 في العبارة(1-82) وبالكاملة تجد إنة 





(1-85) ...+8 + 26 ×((۶] >ە(3) ۶ 





وبالتعويض نی (1-82) نجدان: 


+ a,x + ax? +...+ a, + 








وبمطابقة الطرفین بالنسبة ل ,ه نجد أن : ر2 = ,ه2 ومته نجد أن: 


k, =} (1-86) 





)1-87( 





ومنه فإن العلاقة (1-82) تاخذ الشکل: 





[(۱)+...۔”7+(ہ/اتھصا/] 





جسہرمے اللات مھا کے غیت ق الفکاشل :ھضسٹ 











.=1 ,»اير هي قيم التابع ۴ في النقاط د امحددة من حل جملة المعادلات 
)1-87( 
امالة العامة 

من اجل التكامل 0#(:)/] فيمكن إجراء التحويل التالي: 


(1-88) ص..2ما× 





وبالتالي تأخذ صيغة تشيبشيف الشكل العام التالي: 


(1-89) [(,#ار+.......(ية)ر+ دعر 





[rea 
:)3( ملاحظة‎ 
يمكن حل جملة المعلدلات (1-87) من أجل عدد من الحالات أي من أجل ملا‎ 


المساعد التالي في حساب التكامل: 





1 





,4 والحصول على الجدول: 


۲۹ 






















0.57350 

7 - ها 

۶۴۹ | _ x =x 0194654۔‎ ۰ 0.187592 
n=5 | ہرے پر-‎ -0.832498 + 0.374541 ; 
n=6 Û - x =x, = 027قش‎ ,20,422519 ٦ 





266635 
x, “0529657 : 











مثال (11): احسب قيمة التكامل : f sin xar‏ حيث أن كحم 























الحل: 
الدينة ]2 +sinz, + sin‏ رت sin x de = Ş[sinz, 4sin z, + sîn‏ 
حیث: (بد+1). 2 
ومنه نجد أن: 
Ha - 0.832498) => Sinz, = 0.26008625‏ 
H(1-0.374541) = Sinz, = 0.831869959‏ 
Sin, =1‏ =)0+ 11- 
Ha + 0.374541) > Sin, = 0.83186959‏ 
Ha + 0.832498) ¬ Sin, = 625‏ 2 
ومن 


.1839124199 65 





e 


۲۳۲٢ 


























بيتما نجد أن القيمة الحقيقية لهذا التكامل تساوي 2 إذن الخطأً يساوي: 0.00069 





















مثال(12): احسب قيمة التكامل: ب حيث إن 5-ه . 
الحل: f(2,)+ f(z:)+ f(2;)+ f(2,)+ f(25)]‏ 
5= )0.83250( 1+1 
3 = )0.37454 1+1 
0-05 1+1 

ساےہ 

25ء پ×-1- پھ 

ومنه: 8 “- (4.0.5342- 1 


(1-5-10)-علاقة غاوص التربيعية في التكامل العددي: 
يمكن إعطاء الصيغة التالية لغاوص في حساب التكاملات العلدية: 
(يمكن العودة للمراجع الأجنبية لمعرفة سبب كتابتنا هذه الصيغة) 
5 
)1-90( (,ت ليف + (يه) لا + ( )لماع عض ل[ 


2 





حيث يجب تحديد النقاط ز×( كذلك الثوابت 6 (ھ...,12-) 





ويمكن تحديد هذه المجاهيل بحيث نفرض أن الصيغة (1-90) محققة من أجل كثير حدود ما 
من الدرجة (20-1): 


(0= f(0) =a, +a z+ ax" +... 





لنکتب: (٭), ,ر۴ بالشکل: 





Pa, ,(*)= f(x) = D()g(x)+ r(x) (1-92) 








حيث (2)4 کثیر ا غدود الطل وب سن ال 





رجة ١‏ و( حاصل القسمة 





)٥(‏ یہو على ()2 و() باقي (×) ,۶ علی (×)0 وكما هو واضح فين 
درجة کل من کثیري الحدود ٩)۸(‏ و(*)” يجب ألا تزيد عن 5-1 (لكي يبقى (), ...8 


من الدرجة (1-«2) 





س أن(*)2 يكتب بالشكل 





ر0 +.... + تیج ٭ ax"‏ + 


(1-92) 
(×-۴)....۔(و×د- اع( ××-ج) ۓ 


حيث أن ,#د(ق....,1,2حة )هي القيم التي يجب تحديدها 





في صيغة غاوص (1-90) و,© (#,....,7-1,2) أعداد ثابتة إن التابع (:)0 يجب 





أن تنعدم قيمه في النقاط رھ (1-1,2,.....8) لحسب الصيغة (1-92)) وبالتالي فإنه 


الدينة 


Px) = (x)= r(x) 





„(x)= f(x) = r(x») 
(1-93) 


(= (x, )= r(x) 





وبالتعويض في العبارة (1-90)ئید 














و ھ٢]‏ +()م)م] حھہ ۶ = 
(×) 5۳ +٭....+(×) 0+۳ )ح۴ ۔- 
وينتج أنة 0- واووام] 


ب تحديد (×)0 حيث أن ( ()© من الدرجة (1-) و 








وبالنتيجة نحصل على جملة المعلالاتة 


YY 





f x™DODax =0 


(1-95) 





j D(x)ax =0 


وبتعويض قيمة (100 من العادلة (1-92) والمكاملة حصل على جلة المعادلات: 
















)1-96( 
وايت ا....,1,23ح) والقی 
تبين أن 0- ,© من أجل ....5-1,3,5,7 ( القيم الفردية) وبالتالي يكون شكل ()2 
هو الشكل الأتي: “رم + 2 برج + "+ - (2)0 (القيم الزوجية فقط) بعد 
تحديد قيم /© ( 1-2) تكون قد حندنا (راجع العلاقة (1-92)) جنور المعلالة 
(«)2 أي . .× وهي القیم المطلوب تحديدها في علاقة غاوص التكاملية 


(1-90) : بعد ذلك يمكننا حساب قيم الثوايت (7... 





- ,6 والتي یِکن إعطاؤما 


00 (x = 
یت‎ Fi og =), RR 


تغطي التكامل بصيغة غاوص بعامة لأي عند 8 ويمكننا 


أخذ الحالة الخاصة من أجل 5-2 وا حصول علی ما بصيغة غاوص التربيعية. في 
ن اجل ول على مأ يسمى بصي ص ي 





هنه الحالة يجب تحديد الشابتين ,4 و يه وكذلك ,دو ,:د لأن علاقة غاوص تاذ 
الشكل: 


r 





مم (() 57+( ب2۸58۸۷۷ 74[ 





ولتحديد هذہ اٹجاھیل نکتب (×)0 بالشکل: ,ه +× + ×= ()0 


وبالتالي من العلاقات (1-95) تجد أن لدينا معلالتين ققط لتحديد الجهولين ,© و ي»: 





)1-99( عمق 


)1-100( عاط 





f +a? +a,x)dx=0 (1-10) 


f +ax +a)d=0 (1-102) 





وبالكاملة والحل نجد أن : 0 > ,© و 


> وبالتالي (:720 يأخذ الشكل التالي: 





0 +- ترے )م 


69 »>= بد و 0577350269 > بد ولحساب ا جھولین 








وبالتالي 

(الثابتين) ,# و ,6 نطبق العلاقة (1-97) فنجد أن 
ری ا 

)1-103( ادعه ع || 2م 


(1-104) 





وبالتعويض 





4 





وقد تم وضع جدول خاص لهذا الغرض حيث يتم وضع ثوابت غاوص التربيعية 





0 7 














































0064ھ ر 
1664ء 
8 م- < و 











0.77459667 0.55555556 
| ع‎ - 0.88888889 
n=4 | - x, = 0.8611361 ,1د 1 أ‎ - 4 
0.33998104 k, = 0.65214516 
5ے‎ 0.90617985 £ =k, = 0.23692688 | 
ع‎ = 1 k, = k, = 0.47862868 | 
k | 
30 = 0.93246951 | K =k, =0.17132450 
0.66120939 | و - يا‎ - 598 
861919 k 0.46791294 
n7 | | 6 21 6ھ‎ 
- 0.74153119 k .27970540 
| k, =k, = 0.3106 
| K, = 98 
kı 0.10122854 
kı 
k 
0 





مثال (13): 


احسب قيمة التكامل : *ه(:< +1 





1 

















الحل: 





)ل +( ) و + زيع) ري + رار ]4 
0 - (0.861136-)1+1 








+)0.339981( -95 





4)0.339981( - 05 





الثوايت : , 





- 1, -5 


ومنه فإنة 0 





[((وت)7 +(يك)ر)! +(يع)ر +زع))]4- مهو +0 ] =1 
,2( + (زيع))0.652145+((,ع)ثر + (,ع)ر)0.347855] 
محسب: 1.0694320 - 1+0.0694320- 7و 3300095 


f(z 











.930568 و‎ f )2,(= 15 





ومنه جد آن: 
(+x) = }{0.347853(1.064320 + 1.930568) + 0.652145(1. 3300095 + 1,66999050|‏ =1 
1.5 = 0.6521453 +)0.347855(3[} = 


الوحسبنا القيمة | هذا التكامل نجد أنها تساوي: .1= 1+0.5= ([+»] 





مثال (14): احسب قيمة التكمل : عه“ ] - 1 م كما صيغة غاوص التربيعية 

: ل ص 
لأربعة قيم (مكتفياً بستة 
الحل: لدينا 


0.347855." + 0.652145" + 0,6521452 + 














+ 0.3478552” 


]= 53.596937 


إن القيمة الحقيقية هذا التكامل تحسب يالشكل: 


1 





ملاحظة (4) 


فنجد: 


(1-106 





وهذا يغني عن تحديد الثوابت ,© أحيث تستخدم العلاقات (1-106) لحساب 


الثوابت ,4 والتي يمكن البرهان على أنها تعطى بالعلاقة: 





(1-6)-الحالات الشاذة في التكامل: 
أفضل 
التخلص منهاء إذا كان ذلك ممكناً وذلك بإحدئ الطرق الجبرية: مثل التكامل بالتجزئة 








في التكامل هو استبعاد تلك الحالة أي 





أو تغيير المتحول أو غيرها. وإذا أردنا حساب التكامل بطريقة سيميسون العلدية مثلا 





بمخطوة ثابتة فإن محال التكامل يجب أن يستيعد الحد أو الشذوذية التي 
مثال (15) 


احسب التکامل التالي ۾ =1 هنا لديا : 





-(*)؟ يأحذ قيمة اللانهاية 





عند بد الآأدنى للتكمل: تحليلياً هإذا التكامل يحسب يسهوا 





1 





غارس 











ق الأمامية للاستيفاء الداحلي لنيوتن ثم الفروق الخلفية لن 





ثم احسب الخطأ القتطع المرتکب نی (62)'ز فیما لو تم استخدام كثيرة حدود خطية ثم 


كثيرة حدود من الدرجة | 





2- أوجد (1)'برو (۷")1×٭ التابع (]1 حلا المعطى بالجدول التالي : 











أوجد (0.525)بر للتابع 800 حلا المعطى باامدول التالي: 
asas] os26] os27] 0528‏ [ 
0.50381 | 0.50294 | 0.50208 | 0.50121 


وذلك باستخدام الفروق الأمامية للاستيغاء الداخلي لنیوتن ثم الفروق الخلفية لنيوتن. 








4- إذا كانت قيم التابع (×)لا معطة بالجدوا 











50 











1.15 0 


1.00 
y | 1.00000 1.02470 1.04881 1.07238 1.09544 














- اوجد (۴')1 , (2*)1 , (1) ۴۶ باستخدام | 





اوجد (1.1(,۶۳)1.1(,۲')1.1) م باستخدام القر 





اوجد (7')1.1 باستخدام الفروق ا خلفیة لنيوت 





احسب ال خطا فی حساب (1.1) تی الطری 


6- طبق الطرق العددية لحساب قيمة التكامل: 


پک =1 من أجل : ۸4 





7- طبق قاعدة شيه المنحرف المركية وقاعدة سيميسون المركبة لحساب قيمة التكامل: 


ک۵ 


ڑ2 


من أجل 0.1=ط (۸=10) 





8- احسب التكامل ×.× اء أ مستخدماً قاعلة شيه المنحرف المر 





سيمبسون المركبة ومستخدما الجدول الآتي: 
x 2 2.‏ 
12 12 12 12 


sinx 0.00000 0.25882 0.50000 0.70711 0.86603 





ثم احسب الخطأ في كلا الطر 





9 حل التمرين السابق باستخدام طريقة رومبوغ. 


4 








0- احسب ۴۔٢‏ ] بطريقة = من أجل 0.05 =1 


1- أوجد القيمة ال 





يبية لكل من 





التكاملات التالي 





وقاعدة سيميسون: 








1-088 پچ‎ 
aa 
×× dx 1 x.sin 2x. 
E 


j inx).dx 





وس مر سا سیا نر 
احسب التكامل ++74 [ مستخدما طریقة شبه المنحرف من أجل: 8-5 





شبه المنحرف من أجل: 5-م 





15 





1 
a) ¥ b) x 


d j snmax ك‎ f xsindx 





tan xdx M) |] ) jx 


03 


19- احسب قيمة التكامل: +804 ] حيث أن 8-5 مستخدماً صيغة 





20- احسب قيمة التكامل: × fsin‏ حيث آن 8-5 مستخدماً صيغة غاوص. 
21- احسب قيمة التكامل: #ه(+ 0/0] 1 مستخدماً صيغة غاوص التربيعية 
من أجل أربع قیم 


2- احسب مستخلما صیغة غاوص ق من اجل 075 





من أجل 6> 








من أجل 0.1 >8 (10 >2 ). 


۲۲ 





ماري کل رل جر لاحل (لعر وي 


مثال(1): الجدول التالي يبين تكامل بعض التوابع الشهيرة (لمذ 





شبه المنحرف البسيطة وكذلك من خلال علاقة سيمبسون البسيطة على ا جال [0,2]. 


8 ہوا +1 و ص ضار ۱ 






































89 | 1.416 | 2958 | 9 0 | 2.667 | القبمة النقيقة 
1 ۱ 
8.389 | 0.909 3.326 ا 1.333 ۲ 16.000 0 | شبه التحرف 
3 ل ٤‏ 
421 | 1.425 | 2964 | 1.111 | 6.667 | 2.667 | مسرن 
مثال(2) - استخدم علاقة شبه المنحرف وسيميسون في التكامل لإيجاد كل من 1 
التکاملات الأتیق واحسب الخطأ في كل حالة. ا 
b)‏ عمال ٠ a)‏ 
a) |e" .cos2xax‏ 0 
234 وون . *7 0 jianx.de‏ )© 
الحل: 
الحقيقي | شبه النحرف ۱ ۱ 
a) | 7 0.38629‏ 0 
b) | 0.023208 0.034812‏ 
030709 3 0.192 | ۹9 
| 0.40376 71 0.0114 )04 
e) | 0.39270 0.161 0.34778 0.34657 |‏ 
467۔] 758 ۔ 01 1 0 |0 























rr 















































مثال(3) -احسب 4٣ء‏ باستخدام 
3 
- علاقة شبه المنحرف 


- علاقة سيميسون وحيث أن: 











8 1 ۱ 
2 

1.1 3.0042 

1.3 42.6693 

1.5 4.4817 ۱ 


شبه المتحرف وسيميسون في التكلمل لإيجاد كل من 





مثال(4) - استخدم علاق 


التكاملات الآتية: 
ك0 نا[ ےےل 
1 : 
a) ja‏ .مہ 
ja njstar‏ 


مثال(5) - لیکن التابع للعطی قیمہ بالندول التجريي التالي: 
كمه | 24 22 | 20 [18 3 


f) | 3.12014 | 4.42569 | 6.04241 | 8.03014 | 10.46675 

















احسب «4.(»)/| مستخدماً جيع الطرق العدحية السابقة 
3 





مشال(6) - استخدم طری شبه المنحرف في التكامل لإيجاد کل من التكاملات الآتية 


وذلك حسب قيمة 8 الممعطقة 


رات( fa ; n=4 :b‏ (ه 
a‏ 


rr 


























١ عمسطة”] (ه :6دم ار عصجالم] و‎ n=6 

2 1 

8-م ار عفتمثم] و (قجم ار مسمومع بے 

الحل: ١‏ 
الحل الدقيق الحل العدحي ١‏ 
a) 1.1167 1.09861‏ ۰ 
4 425 ھا 

| __103122 10.20759 

١١۱ 01 0.636620‏ 
9 5.9568 وہ 
0.718282 072889 ۱و 














مثال(7) - اعد السؤال السابق من أجل طريقة سيمبسون المركبة. 








(62)-احسب »به ”4 باستخدام: 


- طريقة شبه المنحرف المركبة من أجل: ‏ 8م ۱ 
- طريقة سيمبسون المركبة من أجل: 28م 
الحل: 
a) 0 b) 0.4227162‏ 
(8) - احسب جما بدقة “10 باستخدام طريقة سيميسون المركبة. 
(9) -اسب عه مهال بدقة 107: 
8) - استخدم طريقة شبه المنحرف المركبة من أجل : 8-4 و 8د 
©) -أوجد حد أعلى للخطأ في كل حالة من الطلب السابق وقارن التقريب مع القيمة 
الدقيقة. 





ع) - حدد قيمة 2 و8 حتى تكون دقة التقريب 10 


۲۳ 





























: الحل‎ 
a) 0.3497582 ; 046 
b) 0.0101 ; 0.002 
4019<م‎ ; hs1.96x10*e) 


مثال(10) - أعد السؤال السابق من أجل طريقة سيميسون. 





مثال(11) - أحسب شبه المنحرف المركبة من أجل 


h=0.05 
مثال(12) - احسب 4د هله ا بطريقة سيميسون.‎ 


] عله ملق‎ ٠-8 





ة كل من التكاملات التالیة من اجل: 











2سر 
علد ہک 
ف a)‏ لد b)‏ 
1 
ےھ تدج الم كن d) sin max‏ 
8 1 
D9 [Fed © jxsinxax‏ 
الحل: 
a) 1.09091 b) 4.00000 cC) 10.2423‏ 
d) 91 e) -11.0616 42‏ 
مثال(14) - احسب مستخدماً صيغة غاوص قيمة التكامل التالي من اجل: 
Jer sinxde =2, 3,4‏ 
الحل: 0950140 : جحم : 10.948403 : n2 : 11.141495 ; n=3‏ 





ro 





الفطز السادسق 
الحلول العددية للمعادلات التفاضلية العادية 
Ordinary differential equations‏ 


إن الطرق العندية كما هو معلوم تدخل قي الحالات الصعية والمعقدة بشكل عام 


أي عندما لايكون هناك حل تحليلي. وهكذا بالنسية للمعادلات التفاضلية فهناك علد 





التقليدية المعروقة ولذلك نلجأ عادة إلى الطرق العددية لحلها. 








سنهتم في هذا المقرر بحل المعادلات التفاضلية العادية ذات الشروط الابتدائية من المرتبة 





الأولى فقط. ونذكر بأن هناك مقررات أخرى لحل المعادلات التفاضلية الجزئية ذات 
الشروط ا حلیة 
العارلة التفاضلية زات الشروط الإبتدائية 

إن مسائل الشروط الابتدائية هي تلك المسائل التي تكون تخصصة من أجل قيمة 


مستقل واحد فقط مثلاً المعادلة: 





+ B(x). + C(x)y = g(x) (6-1) 
dx 





والشروط الابتدائية: © -(0)لا 


6 ١ 
5 (6-1) 





وهناك معادلات تفاضلية أيضاً من المرتية 8 مع شروط ابتدائية. 





وني هذا المقرر سيتم حل الى 'ت ذات متغير مستقل واحد فقط وليكن * ومن 


۲۲۷ 





ردي وفشرظ الابتداني 


وقد تعطى هذه المعلالة بشكل متحني بالشكلة 
ا)٤‏ 
مع الشرط الابتدائي 
(ھم) y(x.)=Y.‏ 
وفيما يلي بعض طرق الحل العددي لهذا النوع من المعادلاتة 
١‏ عر 
(6-1) طريقة تايلور: “لمن 
٠‏ بشكل عام إَذ کاملنا للعادلة التفاضليةة 
y=f(y)‏ 
من النقطة ,× إلى النقطة التالية × نكتب: 


"j yax ا(‎ 65) 


هذه المعادلة التكاملية تكتب بالشكل: 


f(x,y)dx (6-6)‏ 1 +(حاد )رر 


والتي يمكن كتابتها بالشكل: 


yı =+ j f(x,y). 6» 


هله اللعادلة تحسب بل إذا علم پل3۔ 


وبتبديل قيمة التكامل في عيارات بل حصل علی ا حل العدحي للمعادلۃ 
التفاضلية. 


في طريقة تايلور ننشر حسب سلسلة تايلور » التابع لا فنجلة 


۲۲۸, 





(6-8) 


(6-9) 





مثال عددي (1) 
أوجد حل المعادلة التفاضلية: 





رر 
من أجل 1 =(1)ر وحیث 0.1 =1 


(وذلك في النقطة 1.1 -*) . وإحسب الخطأ في ذلك 


الحل: لدينا 





y(x+h) = 


+ 
= 


۲۲۹ 





ومنه نجد أته في النقطة 1 = 





y)=1 , ¥0)=‏ 
= (0ر , گر 
وبالتالي بالتعويض في منشور تايلور نجدة 


y(1.1) x 1.10682 


آما ا حطا فیحسب من العلاقة السابققۃ 





ونجد أن: 


8 < 0.000002 


(6-2) طريقة أولر ٥0ط‏ ٭'جمزوع ءl7ء‏ 8" 


تعتمد هذه الطريقة على أخذ الحد الأول و الثاني في منشور تایلور للصابع (×)ل. 


أي أنه إذا فرضنا أن لا معلوم في النقطة »دء لدینا: 
)6-10( .عه +( -(حه +عار 
yx (+ Ax .f(x,y) (6-11)‏ = 
ونی النقطة ؛× تأتعذ هذه المعادلة الشكل التالي: 
)6-12( (رج, 5گ جھ + راع پر 
أو الشكل: 
٤)0‏ ط× 


وبفرض أن لا معلومة عند 0 > * فعندئذ يمكن 






أن تحلد لا في كل نقطة × أخرى. 














(6-13) 


مثال (2) 


حل المعادلة التفاضلية التالية: 





أما الحل عددياً وحسب 





رھ رس ےر کے کر 


1x0.1=0.9 





وهكذا تتابع الحل .. 


مثال (3): 





استخدم طريقة أولر لحل المعادلة ات 


y'=f(x,y)=xy 





=(1)ر وحيث 0.1 = ×۸ =1 


وذلك في النقاط : 1.1 و 1.2 و 1.3 


الحل: لدينة 








ومنه تجد أن: 





ںہ ۶ 4 
ونجد أن الحد الأعظمي للخطأ يحدث عندما 1 > وهو > ومنه نجد أن: 
: 3 


2 1 
4-2067 لكريم 
اح 





أما إذا أخذنا في هذا الال 0.01 = 1= ×۸ مثلا فنجد أن: 
y, x H+ (0.01) . 1 = 1.0100‏ 
1.0201 = )1.0033( )1.01( )0.01( + 1.00100 


= 1.0201 + (0.01) . (1.01) (1.02) (1.0067) 
1.0304 





y 


3 
0 





مثال (4): لتكن المعادلة لا 








والشرط الابتدا 


y(o)=1 


۲۰۲ 











بأحذ 0.1= 1ط أوجد حل هله المعلالة بطري 





الحل: لدينا 


x, =x, +ih 








yı =1+0.1=1. 





1ھ ولا 
41ء ہل : 1331 رو 
51ءءھ ولا 





(63) طریقة أولر - کو شيی: 


في هذه الطريقة حسب التكامل 





العلاقة (6-7) باستخدام قاعدة شبه ا منحرف 





محسوبة من إحدى علاقات التكامل ونرمز لها ب ( 


ل ب إلإلا وهكذا بالتكر 


التكرار 








(6-15) 





Yer 





أما عبارة الخطأ هنا فهو نفسه مشتق دستور الخطأ في طريقة شبه المتحرف ويعطى 
بالعلاقةة 
(, 27 
1- اھر 
)6-16( (عاظ رس رھ 
ويعرف هذا الخطاً بالخطأ في "قسم التصحيح". 
بينما الخطأ الثاني: .© والني يحسب من الخطأ في طريقة أولر : 


617 )ر 


والذي يعرف يخطأ ” قسم التنبؤ ". 
مثال  )5(‏ ملو سے 
لنأحذ العادلة التفاضلیة السابققۃ 


1 
ارود ار 


حيث 1 > (301 و 0.1 = 1 والطلوب: 

حل هذه المعادلة بطريقة أولر - كوشي في النقطة 1.1 >×۔ 
الحل: لدينا من طريقة أولر: 

y(1.1)= 1.1 

هذا القسم كما ذكرنا في النظري هو قسم التنبؤ والخطأ في هذا القسم هو خطأ 

التنبؤ والذي حسب سابقاً ویساوي: 
67ھ ء٤‏ 
أما قسم التصحیح فیحسب بالشکل: 
y(1.1) = 1 + 0.05 (1 + 1.03228) = 1.10677‏ 

حيث تم تعويض قيمة (1.1)'/ا في الطرق الأيمن في العلاقة الأخيرة من صيغة 

أولر لمن قسم التنيؤ). 





کے ےت 


مثال (6) 


جل المعادلة السابقة من أجل : 0.05 > طء 1- , 


الحل: 





y(1.05)*1 + (0.05)(1)=1.05 





(من صیغة أولر ء وهو قسم التنبز 
ومنه قسم التصحيح يحسب بالشکل: 
25 ح-(0.025()1+1.0661)+1- (1.05)ا 
إن طريقة أولر - كوشي تتلخص قيما يلي: 
1ن سب أولة 


(امع)كط+ 





ر (قسم التب 


2- نحسن هنه القيمة بالدستور: 





.وده : ( ۳ 0 (قسم التصحيح) 


3 سب الفرق: 





ونتوقف عنلما يكون هذا الفرق أصغر من قيمة © م حسب الدقة المطلوبة. 


(6-4)طريقة رانج - کوٹا 16516 Runge‏ 











هذه الطريقة تَسَتََكَدِم العلاقات ١‏ اثعادلة التفاضلية: 
y = f(x,y) (6-18)‏ 
مع الشرط الابتدائي yx.‏ 

وهنه العلاقات هي: کر پت 





0 





+2K, +2K, +K,)‏ بای +(حاد-(+ع)د 


K, =h-.f(x,y) 


مثال (7): 


مع الشرط الابتدائي: 1 =(1)ر 


وذلك بأحذ 0.1 ط و 1 


K, = (0.1). /(11)=0.1 
K, = (0.1). f (1.05,1.05)= 0.10672 

, = (0.1). / (1.05, 1.05336) 0.10684 
K, = (0.1). #(1.1,1.010684)*0.11378 


ومنه تجد آن: 
yı =1+L(0.1+0.21344+ 0.21368 + 0.11378) 1.10682‏ 
6 
أ أن هناك عدداً كبيراً من طرق حل المعادلات التفاضلية من المرتبة 
الأولى وكذلك يمك. استخدام طرق التحليل العددي لحل المعادلات التفاضلية من المرتبة 
ن ۴ ي لحل من 





الثانية وكذلك حل المعادلات التفاضلية ذات المراتب العليا وذلك بتحويلها إلى مجموعة 


معلدلات تفاضلية من المرتبة الأولى. و۔ هذا المقرر بماتم 





(6-5) المعادلات الفرقية: 
يشير التعبير ” معادلة فر 


(621) 








إذن هي علاقة بين القيم رل لتابع معرف على مجموعة متقطعة من الأدلة ,× 
وبفرض أن الأدلة على آبعاد متساویقہ 





التغيير العادي للدليل علط+ .* 





يجعلنا نتعامل مع دليل صحيح >1 
إن حل المعادلة الفرقیة يعني إيجاد متتالية القيم لا الحققة للمعادلة الفرقية من 
أجل مجموعة من الأعداد الصحيحة >1 


إن طبيعة معادلة الفروق تجعل 





الية الحلول تحسب بالتكرار أي 


إذا كانت علا 





معلومة نمحسب بلا 


تعریف: 








"رتبة المعلدلة الفرقية” هي الفرق بين أكبر وأصغر دليلين ٠‏ يظهران في المعادلة. 


مثال: المعادلة: 





هي من المرتبة الثالثة. 
(6-6) المعادلة الفرقية الخطية من المرتبة الأولى: 
من المرتبة 1921 


لها الشكل العام 
(6-22) 00+ ءا .)6 





y 


تسمى بمغادلة "متجانسة* 





إن حل هذه المعادلة يعني حساب ربولا بدلالة ولا . 


"۲۷ 








مثال عددي (1) 


حل المعادلة الفرقية من المرتبة الأولى التالية : 


ky, +K‏ = لا 
من أجل القيمة البدائية 1= ,لإ 


الحل: بإعطاء ء! قيم متتالية بدءاً من الصفر تجد أن: 


(6-7) المعادلة الفرقية الخطية من المرتبة الثانية: 

هي معادلة لها الشكل العام : 
f, (k)=o (6-23)‏ + .ل + ربب () رك + ويلا( )5 

وتسمى " متجانسة " إذا كان -(6),؛ وعندما تكون الأمشال رأرراي؟ 
ثوابت تسمى معادلة فرقية ذات أمثال ثابتة 

لحل المعادلة الفرقية من المرتبة الثانية نكتب أولاً المعلدلة المميزة لما. فمغلاً 
المعادلة: 
)6-24( > يزه + بربلاط + رازه 
ها المعادلة المميزة 

ar +br+e=o 

وغیڑهاهو: 


A=b” -4.a.c 


۲۸ 





هذه المعلالة ها الخل: 





هاتان المعادلتان تعطیان: 


(6-26) 





مثال (2) 


حل مسألة القيم الابتدائية من المرتبة الثانية: 











التأذ ...,0,1,2 - 1 فنجد أن: 





۲٤ 





6Y, =0‏ + اڈ - ,ب2 
مع آعڈ 1× ولا .- إلا 
الحل: لنشكل المعلالة المميزة لهذه المعادلة الفرقيةة 


2r -8r+6=o 


A=64-48=16 > A= +4 


وبالتالي فإن ا لحل العام لهذه المعادلة يأحذ الشكلة 


yı =e, (IF +e.) 
حدد الثوابت من شروط البدع‎ 


1-6 +6۰ | =5 


5 بآ[ 30+ ے15 


ومنه تجد الحل: 
075+025 = × 


طبعاً للحصول على بقية الحلول نبدل قيم K‏ التتالية لتحصل على ب 
المتتالية ‏ حيث : ...,0,1,2,3=). 





1- حل المعادلة التفاضلية: 








باستخدام طريقة أولر ومن أجل 0,2 >8 و 


حيث 1> × كه ومن أجل الشرط الابتداتي 1 = (ه)ر 





x 





2- حل المعادلة التفاضلية: "ر + ×= ر 


رط الابتدائي: 1 = (ه)ر 





واخطوۃ 0.1 = 1 ضمن الجال (0.2 ,0) 





3- حل المعادلة التفاضلية بطريقة أولر ثم أولر - كوشي: 
و 


حيث 0 - (0)ز و 0.2 8 في اغجل (0,1) 


4 حل المعادلة التفاضلية السابقة بطريقة رائج - كوته 








5- لتكن المعلدلة التفاضلية /-: ح "لز حيث 0.1 -ظء 2 - (0)ز 





حل هنه العادلة في النقطة 0.6 = × بطريقة رانج - كوتا 


6- أوجد حل المعادلة الفرقية: 





ا 


3 لا 


7- أوجد الحل العام للمعادلة الفرقية اللخطية من المرتبة الأولى التالية: 


o1 





1-0- ئل4- ہلا 
من أجل القيمة الابتدائية 2 - ,ل 


8- أوجد الحل الخاص للمعادلة الفرقية التاليةة 


© يلاق - برولا6 - یۓل2 


مع اخذ ۵< ملا 01 





ماري کل وة جن فل رل العرویۃ ٹدعاوڑارن (ثقاضیۃ (لعاویۃ 


(1) - حل المعادلة التفاضلية التالية ب یقة اولرء من أجل 5-10 و ۸۳0.1 . 
+ع + بر ےار 
O<x<1 ; y(0)=1‏ 


لحل 
| القيمة الطلقة للخلا پرستعۃ _ | التقريب بار E‏ 
0.0 1.000000 | 1.000000|__ 0.0 
0.004837 1.004837 _| 1.000000| _ 0.1 
0.008731 1.018731 _| 1.010000|_ 0.2 


0.3 1.029000 1.040818 0.011818 


0.4__|1.056100 | _ 1.070320 0.014220 
0.5 _|1.090490 | 1 0.016041 
0.6 __|1.131441 | 1.148812 0.017371 
0.7 _|1.178297 | 1.196585 0.018288 
0.8 __|1.230467 | 29 0.018862 





0.9 1.287420 1.306570 0.019150 
1.0 _|1.348678 | 1.367879 0.019201 | 


لاحظ أن الحل الدقيق هذه المعادلة هو: ++ - (:)بر 














(2) - حل المعادلات التفاضلية التالية بطريقة أولر. 


ٰ: ۶خ حر 
20م ; Isxs12 ; y)=1‏ 


a) 






























































(3) - استخدم 





۵ (0)پر 

y(0) =1 

1>(م)ر 
4 (0)پر 


الا 
1.0000 
1.1875 
1.4601 
1.7000 





4 05252 
02222-7 
: 2ک کم 
4ک کمہ 


چ2 


0.25 
0.50 
0.75 
1.00 


مل سار 
0<xS1 ; y(0)=0 ۰ ۸-0‏ 











جک + ر 
1= )0( 


١ک‎ ×1 


b) 


d) 





















































(4) - لتكن المعادلة التفاضليةة 





+x e” 


1Isx52 ; y()=0 
۸=0.1 (٭)ر» استخدم طريقة أولر حيث‎ = ×) -٤( حیث الحل الدقيق‎ -)۵ 
لتقريب الحل وقارن هذا الحل مع الحل الدقيق.‎ 


ط)- استخدم الإجابة في الحالة (8 ) وكذلك تقريب الاستيقاء الخطي لتقريب القيم 
































() y(1.04) 
رمک رجہ‎ 
(i) ( 
-)8( الحل:‎ 
i x, 17 بن امهل الدقيً‎ 
| ا وسر یں‎ 
0.271828 | 0.07409 | 
3.18744 0.7802 
4.62080 
11.7480 | 
15.3982 
¬ (b) 
× _| اطا كبر | سر سہی‎ 
1.04 |0.108731 | 0.119986 | 0.01126 
3.90412 | 4.78864 | 45 
17.2793 76 | 
لتكن المعادلة التفاضلية:‎ - )5( 
تبرج بر عابر‎ +1 





OsxS1 ; y(0)=1 
































حيث الل الدقيق 3+×2- ++ 2=( )ر ,01ط ,8-0 , استخدم 


أولر- كوشي لحل هذه المعادلة وقارت هذا امحل مع الحل 


(6) - استخدم طريقة رانج كوتا لحل المعادلة التفاضلية التالية: 
y+x+1 ; OSxS1 ; y(0)=1‏ 
حيث : 0.1خط ,10-م 
(7) - لتكن المعادلة اك 
1+بر-عار 
0-(فار :١ک‏ کہ 
حیث 170.1 ,8-10 , استخدم طريقة رائج كوتا ثم طريقة أولر ثم طريقة أولر - 
كوشي حل هذه المعادلة وقارن هذا الحل مع الحل الدقيق. 
8( - استخدم طريقة أولر- كوشي لحل كل من المعادلات التفاضلية الآتية: 
+ 


2 
5-01 : 1 تابر ; عاے گا 


2 
1.21405 
46304 


2 
| 9 
109531 






































(9) - أعد المثال السابق 





الحل: 














۱0 
050 


























کس 











1511425 | 0825 لقأ 
| 1692287 | 1.00 | گیا 
رانج کوتا 
()+ )سر 
۸-1 اھ (1)ر 32 >1 
TÎ‏ ار ہت اہو 
E RK 121588 |‏ 
۱55 12 | 2 
inx +e”‏ 
0O<xS1 ; y(0)=0 ; h=05‏ 
7 5 1 
| 0515898 | 0.5 1 
0 2 


a) 


b) 




















(ر+ مر سار 





۹ 
h=0.5‏ )0× : 3ک× کا 
الحل: 
ا 7 أ x,‏ 
۱ 1 ۔ 15 1 
56- | 20 | 2 
4- | 25 3 
| گا 











8)- استخدم طريقة أولر- كوشي لحل هذه المعلالة حيث 1-0.1 وقارن هذا الخل مع 


الحل الدة 





5)- استخدم الإجابة السابقة في الحالة (8) وكذلك تقريب الاستيفاء الخطي لتقريب 





قيمة لإ من أجل القيم المعطة وقارن مع قيم ل[ الدقيقة: 


y(1.04)‏ وم 
y(1.55)‏ (م 
(iî) 197‏ 



















































)- استخدم طریقة رانچ كوتا لحساب ا حل من اُجل (0.1-) وقارن مع ا حل الدقیق, 
الحل: (9)- 
E 3‏ 
ı.1 [03423771‏ | 1 
]| 15 | 5 
6 | 1.6 | 6 
HET 738‏ 
18.57879 | 20 | 10 
)(- 
2 0.1369508 4_| 
4.807658 1.55 
7 
)( 
3 
7 چ٭ 31 
ا ا الد 
| 0349091 | 1.1 | 
| 3.967585 | 1.5 
5.720854 








حيث الخل الدقيق + 





8)- استخدم طريقة أولر- كوشي لحل هذه المعلدلة حيث 80.05 وقارن هذا الحل مع 


الحل الدقيق. 


1 


























ط)- استخدم الإجابة السابقة في الحالة (8) وكذلك تقريب الاستيفاء الخطي لتقريب 


قيمة لا من أجل القيم المعطة وقارن مع قيم لإ الدقيقة: 
y(1.052)‏ 07 


(i) y(1.555) 
(i) y(1.978) 


م)۔- استخدم طریقة رانچ کوتا حساب امحل من أجل (85-0.05) وقارن مع الحل 
الدقيق. 





الفسل السابع 
تقريب التوابع باستخدام طريقة اٹریعات الصفری 
توابع توابع لوجندر تقريب بادي 





مقدمة: 


ثمة سؤال هام ب 





ح في مسائل التحليل العددي وله الكثير من التطبيقات 
مسائل التتبؤ) وھو 
كيف يمكننا تمثيل نقاط التجربة على شكل تايع يكون أقرب مايمكن من التابع 
الحقيقي. أي كيف تستطيع ‏ 


بأقل خطأ ممكن. . هذه المسألة ستطرح في العلوم التطبيقية بشكل آخر أيضاً (كما هو في 





العملية في معظم الفروع العلمية ويخاصة في المسائل الإحصائية 


ن يمر أقرب ما يمكن من تلك التقاط التجريبية 





الإحصاء مثلاً) حيث أنه يعطى تابع ما ذو شکل ریاضي معقد ويطلب مواعمته على 
شكل مستقيم مثلاً أو على شكل فرع من قطع مكافئ مثلاً ففي هذه الحالة يمكن 


تحويل هذه المسألة إلى المسألة المطروحة بداية وذلك بأن نأخذ عدداً من نقاط هذا التابع 








وأن نعد تلك النقاط وكأنه حصل عليها ب ومتابعة المسألة. 


لنفرض أن ,نز هي القيم التجريبية ورا هي القيم التي نمحصل عليها من 





8 وهو الخطأ الني ثريده اصغر ما يمكن. إن حل هذه 


التقريب. ولنضع 





المسألة يمكن فيما إذا جعلنا النظيم للشعاع 8 ذو المركبات ,3 اصغر 
النظيم-النظيم الاقليدي 1 عندئة نحصل على طريقة 
المربعات الصغرى” وإذا أخذنا هذا النظيم-التظيم الأعظمي عندئذ نحصل على 








طريقة تقریبیة تسمی ”طریقة تشيبشيف *. 





7-1-طريقة المربعات الصغرى. 


لتأخذ مجموعة مكوتة من 50 نقطة (0, ال 


*) والتي 








حصلنا عليها تجريبياً وحيث أن هذه النقاط ترتبط مع بيعضها بعضاً بتابع (:10-ز. 








ار أول لنشر لهذا التابع بكثير حدود من الدرجة 8 اصغر من 53 (5>5) . 


٣۹ 





 > عدره + ,4 > (2) يل[‎ + a +... + a," + aX a (7-0) 
ا‎ + ax +a 1 : , 
5 


نقترح لتعيين كتير الحدود هنا, إيجاد قيم العوامل (8...يا,0 -8,:0 بحيث 
إن كثير الحدود يكون تقريباً (تقديرً) جيداً للمعطيات (ص,...,1,2=):(رلر»). إذا 
عوضنا هذه التقاط في كثير الحدود, تحصل على 20 معادلة: 
++ لتر + كته + و8 - ,18 


Ry =a, + a,x +a} + 


إن هذه المساويات تہ تساوي أصفاراً) لأنه ليس من الضروري 
أن يمر كثير الحدود بشكل دقيق من هذه النقاط. إن الفرق بين قيمة كثير الحدود وقيمة 
التابع التجری بق ...21,2 ذ 50 R,‏ تسمى بالباقي ويرمز 
ما ب۔ ر8 ۔ وھکنا فإنه لدینا ٥‏ باقي تظهر في العلاقات (7-2). 

إن مبدأ المربعات الصغرى يبنى على أساس أن أفضل تمثيل للمعطيات يكون 
بحيث مجع مجموع مربعات البواقي أصقرياً. إذن لتعرف التابع : 
f(a, 3.,8, ) = RÎ +R} +RÎ +......+R&) (7-3)‏ 
(في حالة الاستيفاء 0=) 





من المکن الاختصار بکتابة العلاقات السابقة 













a, + a,x, + ax? 


(a, +a +03507 +....... 





3 (a, + a,x, + ax +67 

..,1,2-[). وبالتالي فإن الجملة (3-4) تصبح بالشكل ١‏ 
R, +R, +R, +......+R, =0‏ 
+......+xgR, =0‏ يغلي + يكرد 
)7-6( 0ت ++ يت XR,‏ 


XR +X IR, +......+X Ry =0 





) ونجمع ال (1+ھ) عامل (ھ,...,0,1,2 


فنحصل على العلاقات التالية: 





تعریف (1): 
تسمی العلاقات (7-7) باسم "المعادلات الناظمية - أو العادية 
إن كل هذه امجاميع تعرف مجموعة من (8+1) معادلة خطية ب (2+1) مجهول 
(0,1,2,...,8>) : به وحلها يعطي قيمة العوامل (ه8ب.,6-0,1,2 : به 


وهي تحدد كثير الحدودة 


)7-8( کر( = "ےھ + کہ +..... + ن + a‏ + ر = ر 
5 


إن ميدأ المربعات الصغرى ليس مقنصراً في الواقع على كثيرات الحدود إن 
التابع المرغوب التقريب به ( نقول المواءمة به) يمكن أن يأعذ أي شكل معروف طللا 
يمكن حل العادلات الناظمية التي نحصل عليها وهذا يكون أسهل بالطبع عندما تكون 
المعادلات الناظمية خطية. 
7-1-1- تطبيقات أولية (في الإحصاء الرياضي): 

ليكن لدينا ده زوج (.....,2,! > ) : (رلزمر*)» كنتائج تجريبية لتجربة مة 
Xa‏ و x‏ 5 5 
E‏ 2 تع الم“ 
ولنفرض أنه نريد مطابقة- مواءمة - هذه المعطيات بعلاقة بين × ولا. کشا 























مناقشة عدد من الحالات كما يلي: 
-١‏ شكل خطي (مستقيم) : 

إن العلاقة الأسهل (الأبسط) بين * ولاهي من الشكل الخطي : «جوحل 
إن المشكلة الآن تكمن في تعيين الثوابت 4 و8 بحيث يكدون المستقيم تمثييل جيداً 




















تی ميد المربعات الصغرى ينتج من المعادلات (7-7)- المعلدلات 


الناظمية - من أجل هذه الحالةء محصل على المعادا 


و 











(7-9) 





إن حل جملة هذه المعادلات يعطينة 
رب یررخ)۔) 
7٦ 2‏ 
7-10( + )2 ,)4 


4 mx? +x 7 











مثال (1): ليكن الجدول التجريبي التالي: 
LSER TURAL] 10‏ 
1 ]0 3123 

















< 201 
فإن المعادلات الناظمية تاخذ الشکل التالي: 
8- 79+236 
89 2015 +236 
5-05 و معادلة المستقيم تأنحذ الشكل التالي : 








2+1 آو ×05+05ےر 


2- شکل قطعي: 
لتكن العلاقة بين × و لا هي من شكل قطعيء وقبل معلبحة هذه ال حالة وبغية 


التبسيط في الرموزہ لنرمز (في المعادلات التاظمية) يا يلي: 


1 














إن أحد الأشكال القطعية المكافثية هو التابع | 


y=a+bx+ (7-12‏ 
حيث له اثلاثة عوامل - مجاهيل-هي: 3 ,8 ,6 إن المعادلات الناظمية تأعذ 
الشكل: 


(7-13) 
S,a+S,b+S,¢=k 

مثال (2): 

لائم العطیات (رار,ر×) العطة نی الجدول التجريي التالي على شكل قطع 
مكافئ. 
1 ]2 
0 |16 |8 
4 ]1 
0|0 
1|6 
16 | 8 |16 1 
۱29181010 
96- |24 | 256 | 64 


4ه أس أت | ادا 


5 


























9113711-4 









































14 

















7a+7b+3 
7a+35b+91c=-14 
35a +91b+371e=-70 
: إن حل هذه المعلدلات هو: 6 ,1=ط ,1س ن العادلة المطلوبة هي‎ 
y=6+x 
:)1( ملاحظة‎ 
يمكن التبديل بين × و ل: لكتابة المعطيات بعادلة من الشكل القطعي التالي:‎ 


x=a+by+eyî 


مثال (3): 
الجدول التالي حسب ليعطي المجاميع من 





المجاميع): 
يع 









ل ہے 
0:21 
010 
4|8 | 16 


8 
0 
| 80| 
216 | 1296 360 
16 | 1296 | -60 | 360 

1 
Lz lol ı2] o0 [3136| 0 [856 


والمعادلات الناظمية تعطى بالشكل التال 



































7a+0b+11 
0a+112b+0c 
112a+0b+313c 
و تكون المعادلة المطلوبة‎ ٠0.25 , =0, إن حل هذه المغلدلات هو: 1ة‎ 














هي: (1-+)4 -* 


۲۰۷ 











































3٣‏ | ب« | بو« 





0 


























لعادلات الناظمیة تعطی بالشکل 
ko‏ 
8< ,0گ + وا 








رطرق+ راوگ + ,58+ واو5 





sa, +S, + 
S0, +50, + S40 + Sa; = kı (7-15) 
يهرى + رهرى+ وهر‎ +S, = ks 

إن حل هذه المعادلات يعط العوامل (0,1,2,3-) : ,۾ 


مثال (4): 








العطیات (ر,رھ) العطة فی الحدول التجربي التالي على شكل تكعيي 





لنکتب اولاً جدول ا جامیع الآتي: 

















ہچ 





















LET OEE Xy 

4 | 16 | 64 | 256 | 1028 2464 

2 4|86 | 1208 
]اا8‎ E 159 
o|o|o 0 
اا‎ 1 1 01| 01 0 

9 |27 | 8 01 | 03 | 

4 64 | 256 | 1024 | 40%6 | 21.1 | 844 | 337.6 | 13504 | 





16 
|_6 | 36 | 216 | 1296 | 7776 | 46656 | 135.0 | 810.0 | 4860.0 | 29160.0 | 
1 5 161.1 | 989.1 ] 3 


[235 | 1907 | 7987 






















8a, +7a, +83a, + 
7a, +83a, +235a, +19072, = 989.1 

4133 ر 79870+ ,1907+ ,ہ235 
,556430 + ,"7987+ ,19074+ ,2350 





83a, + 








وبحل هذه المجموعة من المعادلات (بطريقة كروت مثلا ) نجا 
أن: 9.011039 =2“ 8.966140- =2“ “a,=-1.000093‏ 0.999074 =,4 
والشكل المناسب (التكعيي) يكون: 


1 +:8.966- 1.0002 تبرو0.99 ع بر 








إن الجدول التالي يعطي مقارنة القيمة التجريبية والقيمة انخسوبة بتلك العلاقة 


التكعيبية والفرق بينهما 














159] 89 | 01 | 0.1 





211 
5.1] 150| 160| 90 | 00 [OT |2 
011-011-011-011 ١| ٠ | ٠ | 
حساب الأخطاء:‎ -)7-2( 

















لحساب الأخطاء بين القيمة الحقيقية ,7 (لتايع في نقطة ما (,نز,,:)) والقيمة 





التجريبية ,نز نعطي العلاقة التالية: وا 


(Root Mean Square) RMS error of y, يرمز ھا ب‎ 


“RMS errorof y ال‎ 





(7-16) 


مثلاً عندما حسب (د) كقيمة تقريبية ل ,نز فلخطأ يكون: 











£= RMS error of P(x, =2 
7 


(7-3)-طریقة المربعات الصغرى من أجل التوابع المتعامدة : 
بغرض أن كثيرة الحدود | ط ت الصغرى ها الشكل التالي: 


Y,(%) =a, p(x) +a, 9, (x) + a9, (%) +. ...+ a9, (x)= > 4,9,0) (7-18) 
5 


ولنطبق طريقة المربعات الصغرى لتحديد ثوابت (:<) يلا حيث ' - )بوب 
ولذلك نحسب أولاً المقادير التالية: 


(«)رهمة +...+ (ك)رهية + (,:) رهرة + (,5) رهرة د 


,2,0 +.....+(ج3×) رج2+(ب×) ب,2+(×) جرد <> با 


اي + (ى2) رجابة + (ى6) 0ایا 


الشرمز أب 

+......+ R}) (7-20) 

ولنجعل هذا التابع أصغري 
AR.)‏ 


کوٹ 


كك 








ےز) × ٹرر×۔-(×) ك2) 


۰۰۰+ )30+ (ر5) ,26+ (ر5)رطو3) 





-(a,0,(x;)+a,9,(x;)+ a9, (x; )+-- 








=a, (090(7) + 8,9, (x,) +829, (x) +--- 





@ (3,90, (<;)+ a, 9, (x) +a, 9, (x) + +a,9,(x,)—¥; =, (x) 
دي‎ 





(7-22) )2 
وبالتالي فإن جملة المعادلات (7-21) تاد الشكل التالي: 

8 »)ره‎ + R0, (x) +R, (x,) +< +Ra.0(x,)=0 
Ro, (<,)+ Raq, (x,)+ R9, (x) +--+ R.9, (x) =0 55 
(723 

R0, (x,)+ R0, (x,)+ R9, (x,)+- +R, (x„)=0 


نعوض من (7-19) قيمة ,۸ ونجمع أل (8+1) عامل (i=0,1,2,...,n) a,‏ 





امجهولة فنحصل على مجموعة المعادلات الناظمية | 


در لہ 


9, (KP (%;)+......+a, Do, (xe, (x)= > Y0, (*,) 








3,29, (* Jo, (x;) +a, 2 0? (x;)+........+a, 3o ا‎ 











2.0, (xe, (x) +a, >o, (xp, (x)+ 








2 
(7-24) 


الآن إذا كان لدينة ز 1# f:‏ رمه ,< (شرط تعامد كثيرات الحدود) 





المعادلات الناظمية تأخذ الشكل المبسط التالي: 





۲۷۱ 





0>ررع) ور ج۔ رخ وی 
7 2 


0> ردام رت- رر نم کہ 
5 2 


وبشکل خاص إذا کان: 1= روک فإن التعامد كماهومعلوم يسمى 

'منتظم" ونحصل في هذه ا خالة علی العوامل پ8 ۰ (1-0,1,2.....,8): 
7 ,ئ9 Ê ye‏ = 5 

هناك علد من كثيرات الحدود المتعاملة منها كثيرات حدود (توابع) تشي شيف 
وكذلك توابع لوجاندر وغيرها وسنتناول في هذا الفصل دراسة مسألة التقريب 
باستخدام كثيرات حدود (توابع) تشييشيف و توابع لوجاندر. 
(7-4)۔ التقریب باستخدام کثیرات حدود (توابع) تشيبشيف: 
7-4-1 تعريف (2) -كثيرات حدود تشيبشيف: 

تعرف كثيرات حدود تشيبشيف بالعلاقة : 

۷ھ : كومعءم)دم - )1 

وحيث إن ()15 يحقق العلاقة: (). .7 > ().7 وأن (),7 معرف على اٹجال: 

15*5+1-. كما نلاحظ أنه عنسمة ‏ ۸=0 ; 7,)(=1 
وعنلما: 1-م : ))7 

کما یکن حساب (×)1و (0......بالشكل التالية 


۷۲ 





لتفرض أن × ٥05‏ = عندئڌ یکوت : (000)٭ > (7,)72 ومنە فإن : 





2x -1 





T(x) = cos20 = 2cos 


1 3- 46 - قوم 0-3 أومن4 - 0536 = T(x)‏ 








ا استناداً إلى القانون العاء: 
cos(r +1)@ + cos(r ۰‏ 
عبد إن: 
(7-27) 221,0 > 0ص)ب7+ اب7 
ابع من توابع تشیسشیف بدلالة 








7)0 - مرت‎ 10 ; n=3 
- 2)4 -3x)- (2 -1( <8 


حر : 5۳+ 20- 16- 7:)0 











T,(x) = 32x* -48x* +18x -1 
T,(x) = 64x -112x* + 56x? 7x 
T,(x) = 128x"-256x® +160x* 32x? +1 (7 


T,(x) = 256x" -576x? + 432x° -120x° -1 

T(x) - 510“ 1280: +11206 - 400“ +502 -1 

وبشكل عام يمكننا أن نعطي علاقة عامة لنه || 

ه -بالشكل التا 





بع -كثيرأت الحدود مر 




















(0 )وت > (د):7ع> ب (أي رمزنا لكل 6ب + '-605) فنجد إن 


۵ مھ 








~—nsinn§.0'= 
ومنه قان‎ 
dy -n”.cosnd 
تو‎ 
وبالتالى جد أن المعادلة التفاضلية ال‎ 
هي‎ 
- x)? y =0 
5 وبالعودة إلى الرمز 6 تجد أن هذه المعلالة تأخذ الشكل المطلوب:‎ 
1ؤ‎ 
+ny =0 
ہو بت کا‎ 





7-4-3-كثيرات حدود تشيبشيف كتوايع متعامدة: 


الفقرة السابقة أن كثيرحدود تشيبشيف (*),7 هو من الدرجة 8 








كننا أيضاً البرهان على خاصة التعامد لمذه التوابع 








Vé 








9 





على الال [,3] متعامدير 





هذا امجال إذا كان: 0-+4(*)#.(*)/ ]| كما نقول عن مجموعة التوابع الحقيقية: 


:*) يكر,(*) بر المعرفة والمستمرة على المجال [38,5] وا 





KO 








منها الصفر في هذا الجال أنها متعامدة 





0- ملعا )1إ 











ان على أن توابع تشيبشيف السابقة متعاملة وتحقق الشرط 
00 0 
for :i= j*0‏ ج چم امھ 1 
r for :i= j =0‏ 





س أن 050 = × قنجد أن 
FE ax= f(cosi0Ncos 0)40‏ =1 


sin(i + j) , sin(î- j)0 5‏ 
إذا كان : ار 6 فإن: 0 كه 
کی ہیں 26-0 (+20 





وإذا کان :0 تر >7 فإن: & وز وم =1 


2 
يمكن البرهان أيضاً عله [لوابع تشيشيف تملك تجنر قي لمجال [1+,1-] 


وليس لها أي جذر آخر خارج هذا لمجال كما أن نه التوابع قيمة عظمى تساوي الواحد 





وإذا كان : 0-[-ة فين: - 








بالقيمة | 





تنعدم فيها هذه التوابع 


وذلك في النة 
7-4-4-حساب قوى × بدلالة توابع تشيبشيف: 


يمكن حساب قوى 6< بدلالة توابع تشيبشيف (),7 فنجد أن: 


من سابق نعلم أنة 


Vo 





(107, +157, +67, +7,) 
357, +217, +77, +7,) 
357, +567: + 287, +87, +7( 
چلی>-‎ )1257) +247, +367, +97: +7( 
zl (1267, + 2107, +1207, +457, +107, +) 


(7-32) 
بشکل مشابه. يمكن التحقق أيضاً من العلاقة: 


)7-33( )رو کل سے 
ا 


حيث نلاحظ أن مثل كثير حدود تشيبشيف ذو الدليل الأكبر هو: 2-١‏ 
7-4-5-استخدام كثيرات حدود (توابع) تشيبشيف في التقريب: 
الآن لترى كيف يمكتنا تقريب التابع (×)لا بكثير حدود من 


م3 +.....+ 2,7 + ولاية > ()2 أي كيف نحسب الأمثال 8 ....,0,[,2 


بتطبيق طريقة المربعات الصغرى نجد أن 


تك (,7,*-...۔ رلہ۔ وترہ۔-(ج)اوزاہد۔ ‏ : 


حیث فرضنا أن : چلرٍ- (×)/۷, یسمی تابع الوزت ( 000ك 70 اطعاك۷۷) 


وباشتقاق العلاقة السابقة بالنسية ل ,ه وجعلها معدومة وباستخدام شروط تعامد 


توابع تشيبشيف يمكن البرهان على أنة 





(734 





هذه العلاقة تعطي المطلوب: 


وكذلك: 











(×)۷۷ لتعیین | 





- الأول باستخدام تابع الو 





- الثانية والتي نجد أنها الأسهل وذلك من خلال 







بالتسبة ل × ثم تعويضها بالنسبة ل ()12, أي: 
(:1+ ,51+ ,0101 جل +(:7+ 37ے 
(×0.۱6- × ج ,0.887-0.047 >) :1ج 


مثال (6): أوجد كثير حدود 





ريب من الدرجة الأولى للتابع × = (×)ر (باستخدا 


طريقة المربعات الصغرى) بدلالة كثيرات حدود تشيسشيف ضمن لمجال [0,1] 





وباستخدام تابع الوزن جل = (×) # 








(2+1+ )+1 ())بر وبال 





لي لديئة 






VY 





(7-5)۔التقریب باستخدام کثیرات حدود (توابم) لوجاندر: 


رجة 3 بالشک 


أجل: 5-4 مجد ان 
5x" -30x +3)‏ 
وھکذا جد العلاقة التدریجیة التالیة 
(n+DP,, (x) = 2n +)xP,(x)—nP,_, (x) (7-36‏ 
كما يمكننا بالعكس حساب قوى × (بشکل مشابه لما تم من أجل كثيرات حدود 
) بدلالة كثيرات حدود لوجائدر نجد أن: 


ناظ -1 


+GR +22) 
(7, +20P, +8P,) 


بعض خواص كثيرات حدود لوجاندر: 


الم 01,2 - 1 ,0 لوه نما[ 


1 


۶۸۳۱۵ 





وم , 0-ھ00200ہ] 





بعد هله المقلمة عن لوجاندر وبشكل مشابه للدراسة 





التوابع باستخدام كثيرات حدود تشيبشيف يمكتنا أيضاً استخدام توابع لوجاندر 


لتقريب التوابع. إذن السؤال كيف يمكسا تقريب تابع ما (]1-(«)ز بكثير حدود لوجاندر 





(<),2 وذلك بتطبيق طری ر حدود لوجاندر يمكن 
كتابته بالشكل 


+a,P,(x) (738)‏ + («) بيه + («) طره + («) جاره - («)لاآ 


الریعات الصغری حيث 


افتجلة 





1= f (0-a, 


(0-a, RP ()- a, P,(x)+.......-a,P, (Pak (7-39) 





وباشتقاق هذه العلاقة بالنسبة للامٹل ر٥‏ وجعل هذه || 








f" (00-a, (0-a, B()-a,P,(%)+.....=a,P, (B(x =0‏ 2-= ¥ 
وباستخدام خواص التعامد السابقة الذکر لتوابع لوجاندر جد أن 


f Iy(x)-aP,(x)JP; (xix = 0 


والتي 











=} 21+ j(DR(ar, i=0112,...,n. (7-40) 





ريب المربعات الصغرى من الدرجة الثائية 


مثال (7): أوجد 





<0نه-()ز في ال ,0] + [ مستخدماً توابع لوجاندر 


*( +4)1-+ يؤحي لتحويل المجال 





الحل: نجري تغييراً في المتحول بالشکل ا 
,0] [ إلى اغجل [1+, 





1 و یأعذ التابع عندذه-(:)ز الشكل الآتي بدلالة المتغير 


[7(+1) امن > )پر 


۷4 





إن كثيرة للحدود | ريبية (من اللرجة الثانِة) تتعذالشكل: 
Y(x)=a,P,(x)+a,P,(x)+a,P, (x)‏ حي ت أن :1 (عماظا ع - )اط 
(32-1)+4-(*),2 ويبقى تحديد الثوابت : 666 ويتم ذلك من خلال 
الدساتير السابقة بالشكل الآ 


+ ] sinlt 0 + زع‎ 


a=} ] ا‎ 1+04۶ -0 


(جد- )ع- رهزا */3) +[عز + 1) ]م 
و كثيرة الحدود التقريبية تكون: 
[4- *(2-م) جك ](ها- 40 ++ - (1- 3/2) + رجد- يا + - )1 
(7-6)-تقريب التوابع الكسرية - تقريب بادي (0906): 
إن بعض صقوف كثيرات الحدود لها مميزات كما لاحظنا سابقاً قي استخدامها في 
التقريب» يوجد عند كبيرمن كثيرات الحدود کن 


-()7 حيث أن 2 و ¶ كثيري حدود بمجموع درجات يساوي N‏ » أي 
N=ntm‏ حیث درجة 7 تساوي 11 ودرجة © تساوي 20 . 
(لاحظ أن كل كثير حدود يمكن اعتياره تابعا کسریاً إذا اعتبر نا أن: 1= (×)و) 
النفرص إذن أنة 
)7-41( 

ولنفرض أئنا نريد استخدام هتا التابع لتقريب التابع (×)۴ علی مجال مغلق 1 
بجتوي علی ال۔ ٭۰"۔ حتی یکون ۲ معرفاً عند أل ۰" یفترض أن یکون ±0 په في 
الحقيقة يمكن أن نفرض أن 1 0ء و یوجسد 1+1 وس سط : 
بگ مسرظ مل ر؟,.... وو ,و لتقریب (×]1 بالتابع (×) 











f(x)-r(x)= f(x) 


لنفرض أن التابع ۴ يكن أن ينشر على شکل سلسلة ما 





لوران بالشكل الال 





ل -(×)۴ عندئذ الفرق يكتب بالشكل التالي: 









f(x)-r(x) 


E CE 





بحيث يكون: k=0,1,2..,N‏ , 0= (0)-(۴)0 یکن البرهان أن 


ل 40) جذور عند أل "٠"‏ من 





یکافئ لان یکو ای تار الوسطاء 


(ا‌جامیل) 5,7.....7,۔8......,٭ ,9 بحیث یکون البسط فی ا 





المعادلة (3-43) 





(a, + a,x +....(1+ qx +...-+qax")=(P, +PX+...+P,x") (7-44) 
: أو تساوي × . لتبسيط الرموز: نعرف‎ 








ل العالي: 





وهكتا فإن التابع ألكسري لتقريب بادي ينتج من حل ال ۸+1 








مہہ ذات 21 تجهول: 





9 


۲۱ 





مثال (8): إن سلسلة 





الوران 


اش 





ولإيجاد تقريب يادي للتابع *6- (*)/ر من الدرجة 5حيث: 


اختیار: ۔9,,9,و7,,8,,,,8 حیث ان عوامل ٭× من أجل:1-0,1,2,3,4,5 تكون 








معدومة "٠"‏ في العلاقة: 


+ Ex) 
معادلات خطیة ب٦ عجاعیل:‎ ٦ بالنشر وتجمیع حدود ا داء حصل علی‎ 





....(1+ qx + qx? )-(P, + Px + BP, 





1+2 
5 





يمكن أخذ بعض القيم العددية ل × وحساب قيمة كل من ٢)×(‏ و (×)ظ کر 


حدود ماك لوران الخامس و *-6-()/ في هنه النقاط وحساب الفرق بينهما كما هو 








[e -r|‏ ® [إهمه-مم| صم |»م-ممر | ع 


02| 0815935075 | 066081573 | g.6xı0* | 081872075 | 15-07 
04 | 067032005 | 067051467 | 5. 38x10 | 967021963 | 4.1110 
06] 054901164 | 0-54875200 | 5.96 x10 | 054580163 | “10و40‎ | 
8 | S3289 | 002670449 | 326410“ | 944930966 | 193107 


1.0 | 036787944 | 036666667 | 121107 | 36781609 603106 























YAY 


































4 


طبق طريقة المربعات الصغرة 





دږ + ره + ,ه - بر بحيث يكون هذا التابع موائماً بشكل أقضل ما يمكن للنقاط 








8 [ 107 12 


800 12164 


(Iny=Inb+ax gy) y(x) = ae" 











بحيث يكون هذا التابع موائماً بشكل أفضل ما يمكن للنقاط التجريبية المعطلة في 





الجدول التالي: 





0| 175 | 





جه سم 


TOT TE 





۱ 510 | 9 653 745 ۲8467٦ 





y, | 10 | 1.004 | 1.031 | 1.117 | 3 


















5- اعد المثال السابق من اجل للنقاط التجريبية المعطلة في الجده 






|] 3 06 09 | 1-1 
005044600984260 77076600 


















AF 




















EEE ١ كنا‎ 39 








x E1 5 6 
7۱۱٥8۵ ] 591 -1000 | -1315 | -1439 1299 




















7- أوجد علاقسة المربعات السصغرى القطضي ة لات 
الشكل: ره + ار + 4+ ,4=( )ر )ن امحل خية فر الله 
(xoy) , j=k-2k-lk,k+1,k+2‏ 
8- إذا كانت (,×)ر تمثل القيم الحقيقية لتابع ماو ,ر تئل القيم التقريبية أوجد 
صيغة التقريب : “5= ,ر = (,)ر. (توجيه للحل: من المغال السابق خذ 
النقطة ,× الواقعة في المتتصف والتي (t0‏ 
9- من أجل المثل السابق برهن أن القيم التي تحسب (م× )ر( )ر( ,)ر( )ر 
تعطى بالعلاقات التالية: 
(xy) = ya +A Yo + A Ye‏ 
(xı) = yı ~$8 yo =} 4Yo‏ 
Vy, +BY.‏ ندال 
x)= Ya + PTY, VY,‏ 
0- ليكن لدينا الجدول التجريي الآتي: 


[3.16 :4512.652310 "1.4111.7312.00 3 
]3.104 2001ھ 1.041311001 پر 


حيث إن ,لآ القيمة الحقيقية للتابع في النقطة (,ن,,»)) وبنز القيمة التجريبية 
































و (,)/ قيمة تقريبية ل ,نز احسب: (3)/ في جیع النقاط و احسب  RMS erro‏ و 

احسب ( ۳)۴ 0۶ ۶ت 23۸8 = &. 

11- طبق طريقة المربعات الصغرى لتعيين العاع(الستے) : ×ط +4 > (×)پز 
حيث يكون هذا التابع موائماً بشكل أفضل ما يمكن للنقاط التجريبية معطا في 
الجدول التالي: 


-1| 01| 2 
1 | 1.099 | 0.808 




















A4 
































طريقة المربعات الصغرى لتعيين كثيرة الحدود (الشابع القطعي) : 
ون هذا التابع موائماً بشكل أفضل ما يمكن للنقاط 














(i=l AR 





روے رو 


ay‏ لدرجة الأول والثانية 
7- أوجد كثير حدود المربعات الصغری لتعيين التابع: من الدرجة الأولى والثانية 











والثالثة بحيث يكون موائماً بشكل أفضل ما يمكن للنقاط التجريبية المعطة في 

5 ا مدول الأتي:‎ 
j 10 1.1 AIT E4 1.9 2.1 

/ - 

y 1.84 1.96 | 21 | 45 أ‎ 2.94 3 18 | 





A6 











الفطا الثامق 
الحلول العددية للمعادلات التفاضلية الجزئية 









من خلال طرائق التحليل العددي. من 


أهم هذه المسائل؛ المعادلات التفاضلية وخاصة ذات المرتبة الثانية والتي تعبر عن 





ظواهر فيزيائية هامة جداً مثل معادلة الا الحراري والاهتزازات وانتشار الأمواج 
وغير ذلك من أنواع هته ا معادلات التفاضلية الجزئية والتي ستكون موضع الفنصول 


المقبلة. هناك العديد من الطرق العددي 





ل هذه المعادلات التفاضلية الحزئية مشل 


طريقة الفروق المنتهية التقليدية وطريقة العناصر المنتهية وطريقة رولاي-ريتز وطريقة 





كالركين التي تعتبر نقطة البداية 





العناصر المنتهية والتي تعتمد على الشكل 
المتحولي واستبدال القضاء غير المنتهي البعد بفضاء جزئي منتهي الأبعاك وغيرها من 
الطرق. سنستعرض أيضاً في دراستنا لبعض مقاهيم التحليل التابعي مشل مفهوم 
التوزیعات (1880011009(ا) وفضاءات سوبولوف Spaces)‏ evاS0bo)‏ حیث أن فضاء 
ا حل سیکون من هنه الفضاءات من أجل مسائل القيم ا حدیة کما سنتعرض لدراسة 
مسائل القيم الحدية بشكلها الضعيف (المتحولي(~ Formulation‏ لهدوتامام هلا - 


والقوي كما سنتعرض لنظر وحدائية امحل الشهيرة جداً (نظر 


لاسکی 


جود 





Lax Milgram theorem ~ (| kıla 


إن الطرق العددية لحل المعادلات التقاضلية | 





على تحويل هذه المعادلات التفاضلية إلی جمل معادلات خطية تحل باستخدام الحاسوب 





لحل لعدد كبير من العمليات ١‏ وحل هذه المعادلات الخطية يتم 





YAY 








ق عديلة مباشرة وغير مباشرة مثل 





جاکوبي وغوص-ساینل 


وطریقة التدرج المرافی وضر طرق ل المعلدلات الجبرية الخطية. 
وطريقة التدرج المرافق وغيرها من طرق حل جمل المعلدلات ابخبرية الخطن 


4اد 
المعادلة التفاضلية الحزئية ھی معادلة ذا 
على المث الجر 


تعريف (1)۔المعادلة التفا 

















بة هذا التابع ونسمى مرتبة أكبرمشتق جزئي محويه المعادلة التفاضلية 





بمرتبة المعلالة التفاضلية الجزئية. 


مثال (1): المعادلة التالية: ‏ (ز,:)6 






ومن الأمثلة الشهير 





المعادلات الشهيرة التالية: 


معادلة الأمواج ذات بعد واحدۃ 










معادلة الحرارة ذات بعد واحلة 


معادلة لابلاس ذات البعدِ 





معادلة بواسون ذات البعدین: 





الأمواج ذات البعدیر 


سنتطرق ها بعد قليل)» ذات الشكل 
























(8-1)- المعادلات التفاضلیة الجزئیة من المرتبة الثانیة: 
لتكن المعلدلة التفاضلية الجزئية الخطية من المرتبة الثانية التي تصف سلوك 
التابع دا بالنسبة للمتحولات ,لا 


لام + من + 


9 (8-1) 
22-0 





إذا كانت : ۾ ۽ ٠,‏ ,ل ٠,‏ ,ا بة ثوابت فإن المعادلة التفاضلية الجزئية تكون خطية 


ر تتعلق بلا م فتكون المعادلة خطية. إن حل المعلالة 


بعوامل ثابتة. 








1- مكافئية إذا كان: ‏ 0٭ا 
2- ناقصية إذا كان: 0كمعة 





3- زائدية إذا كان: 


يمكتنا معلجة الحلول التحليلية لهذه المعادلات من خلال ٥ا‏ للمعادلۃ 





الجبرية المكونة من من المرتبة الثانية: 








دع + 12-263 





فيذا كانت المعادلة زائدية 





إن هذه المعادلة الجبرية لها حلان 





حالہ٭ط 








ا مذرین یکنا کتابة اللعادلة الخاضلیة ا مزئیة بالشکل ا 





۹ 





ج> ر8 + کے 1+ 2ا + ریچ 2+ a+‏ 


ترك ا خلول التحلیلیة مقرر آخر وسندرس حلول الصادلات التفاضلیة 


(8-2)- تقریب المشتقات بدلالة الفروق المحدودة: 

ليكن التابع (*)لانا ومشتقاته وحيلة التعيين ومحدودة ومستمرة بالنسية 
للمتحول × ويمكننا أن ننشر هذا التابع حسب تايا 
+٠٠٠ (82)‏ )"خط + و" بخط جع )بطع u(x +h) = u(x)‏ 
u(x-h)= u(x)-hu'(x) +h u"(x)—}h u(x) + (83)‏ 
ویجمع ھاتین العلاقتیر تجد أن: 
u(x +h)+u(x —h) = 2u(x) +h u"(x)+ O(N) (8-4)‏ 


حيث أن (0)0 تعني أن هتاك حدوداً من الدرجة الرابعة ومافوق ل 1 


بحل هذه المعادلة بالثسبة اللمشتق الثاني تجد أن: 


2 {u(x +h)-2u(x)+ u(x —h)} 
لل هران‎ 


بخطأ من الدرجة الثانية بالنسبة ل . الآن بطرح العلاقتون السابقتين بدل الجمع 
وإهمال الحدود من الدرجة الثا 
)8-6( 

جنطاً من الدرجة الأولى بالنسية ل ٠١‏ كما يبدو العلاقة (8-6) يمكن اعتبارها 
كتقريب لميل المماس في نقطة ما 8 من منحن بميل الوتر الذي نحصل عليه من نقطتين 
على المنحني تقع بينهما 8 و يمكتنا بالنظرة نفسها أن نحصل على تقريبين تماثلين لميل 
المماس أحدهما أماني حيث يقرب ميل المماس بميل الوتر للنقطة 8 مع نقطة قبلها 
(على يسارها) -فنحصل على علاقة الفروق الغدودة الخلفية: 


۹. 





(8-7) 














(8-9) 





بخطأ من المرتبة الثانية بالنسبة 


۹۱ 





ou 






) (8-10) 


1 (uy 2u, + 
پر ومن‎ 1 


بخطأ من المرتبة الثانية بالتسبة ل ع1 وكذلك بالتسبّة للمشتق الحزئي من المرتبة الأولى 
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لديتاحسب هذا | 





)8-11( 
جنطأ من المرتبة الأولى بالنسية ل ). 





بعد هله المقلمة سنيدا بدراسة بعض طرق 





ة الفروق المنتهية. 
(8-3)-طریقة الفروق المنتھیة (الطريقة الصريحة أو الظاهرية)0وطاعم-) نام 


لناِعذ معادلة انتشار الخرارۃ فی قضیب معدنی: 














۔ لق 
a‏ 
وباستبدال قيم المشتقات الجزئية حسب العبارات السابقة فتأخذ هذه المعلالة 
الشکل التالي: 
j (y> 2 + ag) (8-12)‏ 1 
من أجل ,1-0 هذه العلاقة يمكن كتابتها بالشكل: 
)8-13( 5+ ل = ی 





إن العلاقة الأخيرة تعطينا الحل (درجة الحر 
1 2 اخبل لحزجة دجوا 





نی النقطة (1+ؤ1) بدلالة درجات 
الحرارة في ثلاث نقاط في سطر سابق بشكل صريح ولذلك فقد سميت هذه الطريقة 





0< . ومن أجل شروط البدء :*[كهةه-نا من أجل : 1کے0 و ٣‏ وبأحذ 0.1-ط و 


.k=0.001 























التناظر يمكن ايجاد امحل في النصف 





ح‫ 
ستكتفي بإيجاد الح 
الآخر للقضيب. لدينا هنا 5-0.1 










الصريحة تجد أن هذه 





العبارة تتعذ الشكل: 


t=0.000| 


0 
0.001 
0.002 





0010| 0 





[0.100 | 0 [0 
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u‏ یھ 





مثال (3): حل المعادلة التفاضلية الجزئية التالية: 


من أجل الشروط الحدية : 0حنا من أجل: 0-* و 1-* و 0<) 





نامن أجل 0.5 >> 0 و 20:. ( -2)1>نا من أجل 








الحل: إن المعادلة الفرقية للمعادلة التفاضلية 





ال بلاج 20ں بدد لد 


h 





۹۲ 








1٥۴(2‏ : رطعم و ...0,1,2دز : بات . لنتعذ: 0.1عط و 001.محر 
وبالتالي يمكن كتاية المعادلة الفرقية با 
ا + ل8 + 


یں 6> 


وباستخدام التناظر حول النقطة 0.5 × وحساب شروط البدء والشروط ا حدیة 


ووضعھا نی السطر الاول والعمود الآول وحساب الحل في بقية نقاط الأسطر نجد 
الجدول -2- التالي للحل: 


الجدول -2 
6 | 0.5 | 04 | 03 | 02 |[ 0.11 


02000 | 0.4000 | 0.6000 | 0.8000 | 1.000 |] 0 
| 0.2000 | 0.4000 | 0.6000 | 0.8000 | 0.9600 | 0 
0.2000 | 0.4000 | 0.6000 | 0.7960 | 0.9280 | 0.7960 | 
0.2000 | 0.4000 | 0.5986 | 0.7818 | 0.8792 | 0.7818 
0.2000 | 0.3999 | 0.5971 | 0.7732 | 0.8597 





0.1956 | 0.3968 | 0.5822 | 0.7281 | 67 


























| 0.6486 | 0.6891 | 0.6486 | 0.5373 | 03781 ] 01938 0-1 
إن الحل التحليلي هته المعلالة التفاضلية تحت الشروط المعطلة هو: 
٭(0507()500 0(ع) جم کے ےس ں 
E‏ 
هذا بحل الفروق السابق عند النقطة 03=× ووضع القرق بين الحلين 
ونسية الخطأ في الجدول -3- التالي د: 
الجدول -3- 
|النسية الثوية للخطا]_الفرق ]بهل التحليلي عند 0.3 حل القروق المنتهية مند 16-0.3 
0.08 0.0005 0.5966 0.5971 
4 __ 0.0023[ 0.5799 0.5822 


0.5373 0.5334 0.0039 0.7 
0.2472 0.2444 0.0028] 1.1 










































































5-5 











x05 | 

2 - 23 
07743 | 84 16 
0.6809 | 2 












بالشكل: 


- زببنا)0.5‎ + ay) 


وبعد حساب ال 





الأول ومتابعة ا حسابات حسب علاقة الفر 


الآتي: 










06 





1.000 [0.8000 | 
4000 | 0.6000 | 0.8000 | 0.8000 | 0.8000 








00 | 0.7000 [0.7000 | 0.7000 | 
500 | 0.6250 | 0.7000 | 0.6250 
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0.2000 | 0.4000 | 0.6000 | 0.7000 | 0.8000 | 0.7000 | 
| 0.2000 | 0.4000 | 0. 


0.8597 
0.7867 


0.005 
0.01 








10.02 0.6891 





u 


رط الحدية وشروط البدء ووضعها في السطر ١‏ 





10.2000 |0. 


[0.2000 |0. 


0 















































































الجدول -6- 
الفرق | الل التحليلي عند 
3× | 
t=0.005 | 0.5966 | 0.0034 | 57‏ 
3.5 0.0201 0.5799 | 0.01 
3.1 0.0166 | __ 0.5334 0.02 | 
1.6 0.0040 0.2444 | | 0.10 





أخيراً لنتمذ بأخذ 11 و 0.01 ويالتالي 1= يكن كتابة العلالة 


الفرقیة بالشکل: 
(ورہرلا+ رہتا- 


وبالتالي يعد حساب الشروط ا حدیة 


)= ربز 


وط البده ووضعها في السطر الأول 
والعمود الأول ومتابعة الحسابات حسب علاقة الفروق يمكننا ترتيب النتائج في الجدول 
-7- الآتية 















الجدول -7- 
آ83 ا ات 

۵ئ2 56 10.4 02 | 0.00 

0.01 | 0.2 | 0.4 [0.6 | 0.8 | 

0.02 | 2 04106 0.4 | 1.0 

0.03 | ۶ 0.2 | 0.4 | 1.2 |02 

















]094 1 02 | 0.0 ] 4 ا‎ 41-1-2126 ٠ 
: الشروط الحدية التفاضلية‎ -)8-4( 


لقد أعطيت فيما سيق الشروط الحدية على التابع نا ومن الممكن أن تكون 


الشروط الحدية على مشتق هذا التابع و المذل التالي يوضح هذه ا 








مثال (4): حل المعادلة التفاضلية الجزئية الالية 





من أجل الشروط الحدية : 1>“نامن أجل : 0>>1 و 1-0 


في النقطة 0=× ومن أجل جيع قيم ٤‏ 


ت2 في النقطة 1=× ومن أجل جميع 









































الحل: إن المعادلة اللخاضلیة تستبدل بالعادلة 


أو الشکل الکافی: 


[رونا(ط+1)- ,28]0 + رولا< بہروٹا 


وبأخذ 8-0.1 مثلاً وفی النقطۃ 1-× 





(بدلالة | ) ومنه حبد: 





ayı = oy + 25, = (1+ ho] 





وبأحذ ۸-0.0025 فين قيمة 5 تساوية 5-0.25 وبالتالي فإن (1) و(2) 








تاعذان الشکل:(ہ +ر,0.90) ونا والشكل: (زريبنا+ زيقا2 + زر_رنا) 2 > ربلا 
من التناظر أيضاً لدينا العلاقة: 
و2 + زم0ا0.25)21 > sj‏ 





من أجل أول خطوة وحيث أن 1>تنا من أجل شروط البدء ومن أجل 


0 -<طوح: لديا جملة المعلدلات الخطية التالية: 


-4)0.9+1(-095 





ومن أجل الخطوة الثانية نجد مجموعة المعادلات ا خطیقۃ 
75ء ٗ ‡(0.9x0.95+1(‏ = 
75ھ (095+2+1)+ 
1> (0+2+1) 


2 جو 2 ولا 
متابعة الحل وترتييها في الجدول -8- تحصل على النتائج || 
الجدول -8- 
5 4 3 2 2 0 0 

io 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 
0.0025 | 0.9500 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 
0.0050 | 0.9275 | 0.9875 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 
0.0075 | 0.9111 | 0.9756 | 0.9969 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 
0.0100 | 0.8978 | 0.9648 | 0.9923 | 0.9992 | 1.0000 | 1.0000 
0.0125 | 0.8864 | 0.9549 | 0.9872 | 0.9977 | 0.9998 1.0000 
0.0150 | 0.8764 | 0.9459 | 0.9818 | 0.9956 | 0.9993 | 0.9999 
0.0175 | 0.8673 | 0.9375 | 0.9762 | 0.9931 | 0.9985 | 0.9996 
0.0200 | 0.8590 | 0.9296 | 0.9708 | 0.9902 | 0.9974 | 0.91 


0.1000 | 0.7175 | 0.7829 | 0.8345 | 0.8718 | 0.8942 | 0.9017 
0.2500 | 0.5542 | 0.6048 | 0.6452 | 0.6745 | 0.6923 | 0.6983 
0.5000 | 0.3612 | 0.3942 | 0.4205 | 0.4396 | 0.4512 | 1 
1.0000 | 0.1534 | 0.1674 | 0.1786 | 0.1867 | 0.1917 | 0.1933 


إن الحل التحليلي هذه المعلالة التفاضلية تحت الشروط المعطلة هو؛ 


























(1>* > 0) ,[(0.5-ع) مدوم “م 
حيث ,© هي الجذر الموجب للمعادلة: 0-5= »«ها.»» إن قيم نا التحليلية 
انحسوبة بهنه العلاقة موضحة قي الحدول -9- الآتي: 





















































-9- الجدول‎ 
0 ELI 









3 | 04 0 
00 | 1.0000 1.0000 
0 | 1.0000 











0.9999 | 0.9994 | 0.9967 | 0.9855 | 0.9532 
0.9996 | 0.9988 | 0.9945 | 0.9802 | 0.9444 | 
| 0.9996 | 0.9985 | 0.9931 | 9762 
0.9985 | 7 اہ 0.9695 ا 
0.9010 | 0.8936 
: 0.6924 | 147 




































).1794 | 0.18 











[0.0016 | 
| 0.9120 | 0.0006 | 
0.8342 [0.000 














0.0070[ 0.4212 | 
45۔ _|0.0008-| 0.1794 |__86 


(8-5)-طريقة الفروق المنتهية (الطريقة الضمنية-كرانك نيكلسون) 








jt method- 





۹4 


0.9460 | 0.9951 | 0.9999 | 1.0 
0.0050 | 0.9250 | 0.9841 | 0.9984 | 0.9999 | 1 
0.0075 | 0.9093 | 0.9730 | 0.9950 | 0.9994 | 1.0000 | 0 
0.0100 | 0.8965 | 0.9627 | 0.9905 | 0.9984 | 0.9998 | 1.0000 





0.8666 | 0.937: 
0.0200 | 0.8585 |0. 


0.1000 | 0.7176 | 0.7828 | 0.8342 |0: 








0.3619 | 0.3949 | 0.4212 | 0.4403 | 0.4519 | 0.4 
[0.1542 


0.100 











[ 2.0150 ے 
0.0175 











۱-0 





آ0 
































أو الشكل التالية 


SU gur — (2+ 2S) gy +S, - (2-25) - ر„‎ )8-15( 


جن 
كما يتضح من هذه المعلالة أنها تحوي ثلاث قيم مجهولة في الطرف الأيسر منها 

(السطر ا حدید) وثلاثة قيم معلومة في الطرف الأيمن (السطر السابق) وبما أنه لا يمكن 

حل ھنہ العادلة بشکل صریح بعنی أنە تحتاج تطبیق متہ العادلۃ نی عدد من النشط 

والحصول على عدد من المعادلات الخطية بعدد القيم الجهولة يحلها نمحصل على هذه 

القيم امجهولة ولذلك فقد سعيت بالطريقة الضمنية. 

مثال (5): حل المعادلة التفاضلية الجزئية التاليةة د , یم 


E 


سی۱ا 


من أجل الشروط الحدية: 0-نا من أجل: 0- و 1× و 0ج 
2س من أجل 0520.5 و 5-0, ( ×-۳2)1ں من أجل 1 ک×0.5‰ و0 


الحل: لتأحذ 1-0.1 و 10.01 : إن هذا التقسيم يعطي دقة جيلة للحل وهي تناسب 
5-1 وتكون المعلدلة الفرقية عندئذ معطة بالشكل: 
زورٹا- یپا 
للاختصار نرمز ل پمرمة بالرمز ہلا وا أُن: ملا > پلاو ولة< ہلا۔ 
التناظر وبتطبيق المعادلة الفرقية على نقاط السطر الأول نجد مجموعة المعادلات الجبرية 
الخطية !| 


الا = پیز یلا ارلا“ ورلا 


4 پلا- ,0ا4 
8 > يلا - ولاك + رلا 
2 ولا ولا4 + ول 
6 ولا- ولاك + يلا- 
6ھ 40+ ,20- 
بحل هذه المعادلات نحصل على الحل التالية 
7691- ول ,7381 ول ,03956 - ين ,20.1989 بن 








قية على نقاط السطر الثاني نجد مجموعة المعادلات 


الجبرية الخطية التاا 








4u, - 

















05834 + 0.1989 - ينا - يلاك + رلا 
07381 +0,3956 - رلا - رنا4 + 
07691 + 0.5834 > يلا - يلاك + رلا 
21 - 408+ پ20- 
بحل هذه المعادلات تحصل على الحل التال 
1 - ولد ,0.6461 - ين ,0.5400 - ين ,0.3789 - ين ,0.1936 - بن 


وبعد حساب الشروط الحدية وشروط البده ووضعها في السطر الأول والعمود 
الأول ومتابعة الحسابات حسب علاقة الغر 


-11- التالي: 





ق السابقة يمكننا ترتيب النتائج نی ا حدول 


0.1 [0-» حر 

02 | 
0 | 0.1989 | 0.3956 | 0.5 
0 | 0.1936 | 0.3789 | 



















_ 0.00 | 

















0.10 


0 | 0.0948 | 0.1803 | 


.0 | 1.2444 | 0.1776 | 0.0934 | 0 0.10 
| |( اقطيلي | 


ة 05× ووضع الفرق بین 























القرق_ [اغل التحليلي عند 60.5 |حل الفروق امنتهية عند 6-0.5:[ 
t=0.01| 0.7743 [00052| 07‏ 
|t=0.02| | 0.6809 0.0112 1.6‏ 
1.6 ]00048 01 ] 

















(8-6)- طريقة جاكوبي -0وطاعم [طمع دل 
لتكن المعادلة الفرقية لمعادلة كرانك نيكلسون للمعلالة التفاضاية السابقة 
المعادلة الحرارة): 
 )8-16(‏ + :2 )+( وير ابزربون)] 


جحل هله المعادلة بالنسية ل ابر غبد 


(8-17) [( ر + 2~ ر )+( مہا +, جو ge > ky + FSO‏ 


وبكتابة امجاهيل ربلا برلا ينبل (قي السطر 1ز) بشكل مط 
«(على التتالي) بالشکل: بہلا , ١لا‏ فإن المعادلة الأخيرة تاذ الشكل: 
)8-18( ۵+(ہا+ 2٦‏ !تب ہیا:!- و 
حيث رط معلوم ويساوي: ( ,2 — ں503 پے + b=‏ 

من العلاقة (8-18) يمكتنا الحصول على العلاقة التكرارية التالية والتي تعرقف 
رطا+ ( ”ہے ”برع "رر ے (٭٥اپر‏ 
الأخيرة بشكل طفيف وتحسينها بالشكل: 
)8-20( رجز 2u +u"‏ 
أو الشكل المكاقئ: 


(8-21) 


هنه العلاقة مناسبة لحل جميع قيم 5 الصغيرة وتتقارب بشكل أسرع من العلاقة 


السابقة (8-19) وتسمى العلاقة (8-21) علاقة جاكوبي التكرارية. 
(8-7)- طریقة غوص ايد Gauss-Siedel meth od-J‏ 

لنبدل في العلاقة : ,8 +(,4 + ,21 - )ى 
حسبت في الخطوات السابقة فتأحذ هنه العلاقة الشكل ال 


۲ 








)822( 
أو الشكل المكافى: 


(8-22) 





مثال (6) : حل المعادلة التفاضلية | 





شروط البده : 0ن من أجل :0=× و1 


للشروط الحدية 


أجل 050.5 و 0 (2)1-2حنا من أجل 1 >0.5>2 و 6-0. من أجل : 80.1 





و 40.01 بطریقة جاکوبي ثم طريقة غوص- سايئل. 


الحل: لدينا هنا 5-1 وبالتالي تأخذ علاقة جاكوبي: 








)7 
الشکل التالي: 4+(" 
مم ر0 + Db, =, + + ay) = (ty‏ 
ومنها )+ يراج "يدج ")د لاير 


ومنه نمحصل على مجموعة المعادلات الخطية بعد إعطاء القيم 1-1,2,3,4,5 


(u" +0.4) 





+(u” +u” +0.8) 


(u? +u" +1.2) 





+1.6) 


u =} (2u +1.6) 





بحل مجموعة المعادلات السابقة واستخدام شرط التناظر من أجل 5-ذ (أي 


- 7/) نحصل بتكرار مناسب على جد 






































1 1-6 2 3 4 5 

n | ».20| 2 04 06 08 10 
0 02 | 04 | 06 | 08 | 10 | 
0 02 | 04 | 06 | 08 | 08 | 
0 02 | 04 | 06 | 0.75 | 08 | 
0 02 | 04 [05875| 0.75 0 
0 02 | 03969 | 0.5875 | 0.1406 | 0 
0 0.1992 | 0.3969 | 0.5844 | 0.1406 | 3 
0 10.1992 | 03959 | 0.5844 | 0.1387 | 0.7103 | 
0 0.1990 | 03959 | 0.5836 | 0.7387 | 3 

91 ]| 0.7381 | 0.5834 | 03956 | 0.1989 | 0 |1اجم 


أما طريقة غوص- سايدل المعرفة بالعلاقة: 
ج +( ,+ )ہے ے ا 
حيسث: ( رہل + ر2۳ - ,5)۷ + ر« = ا حیث 1۔8 تقودنا إلى العلاقة 
التكرارية التالية: (ر +٠»‏ 


O = (a ru? +, 


أجل 5-5 (أي + - :/) محصل على مجموعة 


3 
وباستخدام شرط التناظر من 
المعادلات: 








(u? +0.4) 


۴ )4ے‎ + u +0.8( 











3u +u? +1.2) 
u =} (u +u, +1.6) 
u = (2u +1.6) 


وبتكرار مناسب محصل على جدول الحل -14- الآتي: 
























































3 4 ٦ 
04 | 06 | 08 | 0 


04 | 06 | 08 | 10 
04 | 06 0.8 08 
04 | 06 | 0.75 ] 5 
0.4 | 0.5875 | 0.7406 |] 3 
0.3969 | 0.5844 | 0.7387 | 93 
0.1992 | 0.3959 | 0.5836 | 0.7382 |] 1 
0.1990 | 0.3957 | 0.5835 | 0.7381 | 0.7691 
| 0.1989 | 0.3956 0.7381 | 0.7691 










































ننا کررنا عملیة التقریب إحدی عشرة صرۃ فی 


طریقة جاکوبي بینما کرر التق 





طریقة غوص- سايدل للحصول على 





نفسه وبالنتيجة إن طريقة 





جاکوبي, 
(8-8)۔ طر 


إن معادلة الفروق لكرانك-نيكلسون وحسب غوص-سايدل للمعادلة 








الاسترخاء المتتالي: 


التفاضلية 7 





لمعادلة الحرارة)» هي المعادلة: 
)8-23( : بک 


(u +a" )+ 





لنضيف ونطرح للطرف الأيمن هذه المعادلة المقدار ٠»‏ قنحصل على المعادلة: 








(8-25) 
1- (o-1 





= aly 


1 





حیث ت ثابت یسمی معامل الاسترخاء قیمته في غا 





وأفضل قيمة له من أجل معدل تقارب أعظمي تكون: 





ںو (0-10) جموع علد الشيكة على 









































يبرهن أن تسب التقارب لطر 





غوص- سایدل وطریقة الاسترخاء 


تتعین بتناسب طردي علی التالي مع القادیر: 





إسعها| ۸ج ا2 |1 jlog(a,‏ 





وذلك بشكل نظري أما عملياً قيبرهن أن نسب التقارب لطريقة جاكوبي وطريقة 
غوص- سايدل وطريقة الاسترخاء تتعين بتناسب مع عدد مرات التكرار. قمن أجل 
الال الأخیر مثلاً ومن اجل طریقة الاسترخاء حيث العلاقة التكرارية من أجل : 8-1 


و ۱-10 و0.064> (1- 





04756,)۵>- بر 


loge, -1| =1.19‏ ,0.646 - إبرهمالة 





[log 4| = 0.‏ 
وبعد تبدیل قيمة ١ا‏ 


20500 


)8-26( س(ا-۵)-[ے+(, .0+ 0+ 8+۴ 
ومن أجل خطوة زمنية أولى نجد جملة المعادلات الخطية: 

0.0647 -(0,4 + *ن)0,266 - اأثثأير 

u" = 0.266(u"* + u} +0.8) 0.064? 

2)-0.064u 


“' = 0.266 + u 





u" “"أن)0,266 د‎ + u +1.6) 0.06401 
u" = 0266(2" +1.6) 0.064, 
































ET! 3 4 5‏ جا 
n | 2 06 [| 10‏ 
10 | 06 02 0 
0.1872 0.6 02 0 
0.7707 | 06 02 0 
07692 4_049 02 0 
0.7691 0.5836 | 0.3960 | 0.2 0 
| 0.7691 0.5834 | 0.3956 | 0.1989 | 0 





۴ 















































: البدہ 0-2 تابع خطی للمتحول × مامجعل التغير في 


من القيمة التي فيها التناظر 0.5=× 





مثال (7): حل المعادلة التفاضلية الحزئية التالية: کے 
من أجل الشروط الحدية وشروط البدہ : 1 من اجل : 1-0 و 0>5>1 


الاسترخحاء المتتالى 





0= من أجل 0=× و 1-* و 0<. ومن أجل : 1 


الحل: لدينا هتا 5-1 وبالتالي 2-1.064 ,0.4756 = 05ء - بر 





إن المعادلة الفرقية تعطى بالشكل التالي: 


a =1 ( 7 +a" + +1 (+ Ê] -0.064 





نطبق هذه المعادلة من أجل الخطوة الأولى 





للزمن فنحصل على جملة المعادلات الخطية: 


7 0.064 (1+ *ن) 8 د "ان 
0.06407 --(2 ++ ژں + u =$ (u‏ 
0.06407 (2+ ژں + ۴۳۷ان)٭ = u?"‏ 
0.0645 (2+ ون + u" = (u‏ 





0.06407 


u = ں2‎ + 








بحل هذه الجملة الخطية من المعادلات ومن أجل خطوات مناسبة محصل على 






جدول الحل - 16- الآتي: 























ا جس سو 
| 10 | 10 | 10 
| 10 | 10 | 10 | 10 | 10 
| 0.9947 | 0.9900 | 0.9624 | 0.8585 | 0.4680 | 
0.9945 | 0.9890 | 0.9616 | 0.8566 | 0.4644 
0.9890 0.44 | 











بحل هذا المثال بطريقة غوص سايدل» حيث العلاقة التكرارية: 
000 سس سن ر 
ومن أجل أول سطر تحصل على جملة المعلالات ا خطیقۃ 
u" =}(u? +1)‏ 


(2+ 23700 
7-2-7 
(2+ یں انس ے لان 


u = 1)2 +2( 


وبحل هذء الجملة الخطية ويتكرار متاسب للحل تحصل على جدول الحل -17- الآ 





























الجدول -17- 
| 5 4 3 چنا اد اج 1 
n ju,=0| 10 | 0 1.0 10 |‏ 

n=0| 0 10 | 10 A0 (18 

n=l 0 0.5 0.9688 | 0.9922 | 0.9961 

n=2|_ 0 [04688 0.9629 | 0.9898 | 0.9949 

n=3 0 

n=4| 0 | 

[0.9945 | 09890 | 09613 | 0.8564 | 0.4641 | 0 [ كحم 





ملاحظة (2)- تفسير كلمة فوق الاسترخك “دمتلشحةك؟ -ى+0": 





709+ )+= » 
حیث إن : FSM = 2M + ety‏ + لا < زط 
فیمکننا أن نکتب: 
b,-[u, =}s(u,, —24, +, =0 (827‏ 





إن قيم الحل الدقيق فقط هي التي تجمل هذ المعلالة حققة (الطرف الأين 
معدوم) وهو غير معدوم في الطرق العددية السابقة ويسمى هذا الفرق بالباقي؛ العلاقة 
(8-27) تستعمل لتعيين قيم انجاهيل ”4 بدلالة القيم المعلومة 8*7 و “نهء فعلى 


سبیل المثال طريقة غوص-سايدل تعين "1 بالعلالة 








۳۰۸ 
































+4” )]=0 (828) 








» هذا الإجراء إنه يسترخي ١‏ 


(1<ه) بعن+ تسد لكان 


إن قيم © في المجال 0>00>1 تعطي مايسمى بطريقة تحت الاسترخاء 


(Under relaxation U.R) 


(8-9)- المعادلات المكافئية ( من أجل بعدين): 





بشکل فرقي بالشکل: 














إن مسألة 


1 التقارب قي التحليل العندي هي من المسائل افامقہ تعنی هذه المسألة 
حل مجموعة المعادلات التي تنتج آثناء حل المعادلات التفاضلية الجزئية وتقارب هذا الحل 


ياد العمليات 








ثم استقراره بمعنی | 





الحل أي ازدياد الخطأ مع 


الحسابية أو تناقص الخطأ مع هذا الازدياد لعدد تلك العمليات الحسابية. 


8-10-1- معالجة مسألة التقارب تحليلياً 









التفاضلية الجزئية بأنواعها 
ئدي. أي البحث عن تقارب الحل دا كتقريب للمعادلة 


التفاضلية الحزئية من الحل الدقيق [1 للمعلالة التفاضاية نقسها نرمز للخطأ بين 





هنين الحلين بالرمر ©. ولتعاب 


هنه المسألة مثلا من أجل المعادلة المكافئية 


(معادلة الحرا 3 حيث أن نا معلومة: من أجل 1>:< >0 








, عندئذ التقريب باستخدام الطريقة 













ن وت ظریة آسمورة تایاور لنینة 

















ن جا 
U,,; = U(x, ht) = Ugh) +‏ 
Ug = U(x; tj +k) =U, +‏ 
1< ,0<6 ,0<@,<1 ,1< @<0 
المعادلة (4-34) تنجد 

ıı = Sêy +(1—2s)ey + Seray +R (x,t, + 0E) EY (x, + Off, )} 

حیث أن: 1> ,0> 
مما سبق نجد أن المعادلة الأحيرة هي معادلة قرقية ومن هته المعادلة جل: 





|۸ 





+| 6 ل(0-2+ار ٥اد‏ > 


< SE, +(1-2s)E, +sE, +kM = E, + kM 





القیمة الطلقة لأکبر خطا فی السطر و و ۷۸ يشل القيمة المطلقة 


للحد الأعلى للمقدار 





مع ملاحظة أنه عندما 54 5 تكون جميع أمثال » في العلاقة (8-35) موجبة أو 
معدومة. بما أن هذه العلاقة صحيحة لجميع قيم 1 
Ej, +2kM‏ 


ونحصل على العلاقة: 





E, 5 E, +kM < (E, , + kM) + KM 


+ jkM = 1M 





لأن القيم الابتدائية ل نا ونا هي نفسها أي 0= 5 . عندعا ۸+0 قإن 


0+ ۸= أيضاً وكذلكة 





M ¬+ (¥ - 


ويا أن لا هو حل المعادلة التفاضلية الجزئية 1> ×>0 








ة 4 صفر و ٹھایة قیعة رظ صقر وعا أن ر8 ک|ں- 


۱ 





مستمراً بانتظام ويحدوداً في جل الحل. كان هذا بالنسبة للمثال الذي أوردنه من خلال 


الطریقة الصريحة (وسنعا التقارب بطریقة غوص-سایدل قیما بعد) حیث کان الشتق 


کے" مبتدئا بصفر على الرغم من انقطاع في المشتق لك. إذا فرضنا أن [] له مشتقات 


مستمرة ومحدودة من مرتبة أكبر من 3 بالتسية ل 1 ومن المرتبة 6 بالنسبة ل «ء فإن 
خطأ التقسيم يكون من مرتبة *8: باستثناء عتدما يكون 5 فإنه في هنه الحالة يكون 
من مرتبة ۸ 
8-10-2- دراسة الاستقرار تحليلياً (الطريقة المصفوفاتية ) 

هناك غير طريقة لدراسة مسألة الاستقر ثمة طريقة المصفوفات وطريقة سلسلة 
فورييه وسنكتفي في هذا الكتاب بدراسة الاستقرار بالطریقة الأول, لنأحذ معلالة 
الحرارة: 

1>ع>0 يديه 

0 لاعنلما ۴۰۱ ,۶0 ولا غير معلومة (جهولة) عنما 0ا عندئذ 
التقريب باستخدام الطريقة الظاهرية أو الصريحة هذه المعادلة يعطى بالعلاقةة 
(8-36) 


زیو لاڈ + پلا(25-'1) + پرنا5 < ya‏ 


وهي تقودنا إلى المعادلات: 


)8-37( 











ولا 8 








“r-J 





والمصفوفة 4 تشير للمصفوفة المربعة(00-1): 


)-2( <s 


s 0-20 5 


A= s )1-2( (8-40) 


1-29 ٭ 
وبالتالي: 


u, = Au, = A(Au, = 4u (8-41) 





لنفرض أن هناك أخطاء مرتكبة في جميع 





حيث ولة هو شعاع القيم الايتدائية 
النقاط المحورية على طول 0-؟ وأننا يدانا الحساب بشعاع القيم م بدلاً من #؛ عندئذ 
يمكننا أن محسبة 
)8-42( 


وذلك مع فر 








عندئذة 4€ =( - ۸)۷ 

نرى أن علاقة تراكم الخطأ هي نفسها التي تحسب نا . كما نرى أنه عنلما تکون 
المعادلات الفرقية خطية الشكل فإن تراكم الخطأ يكون في سطر واحد ققطء ذلك لأن 
الخطأ المرتكب عند تطبيق الحل على علة أسطر ينتج من جمع كل الأخطاء المرتكبة لكل 
سطر بمفرده. تكون طريقة الفروق المحدودة مستقرة عنما يبقى الخطاً ,© محدود عنلما 
هج تر. يمكن التحقق من ذلك أيضاً بالتعبير عن شعاع الخطأ بدلالة الأشعة الخاصة 
A‏ 

لنفرض أن القيم (1- )١‏ الخاصة ,4 للمصفوفة 4 ء( 5=1,2,...,۸-1) ختلفة 
كلها عن بعضها البعض عندئذ الأشعة ,7 الخاصة الموافقة ما تشكل مجموعة أشعة 
مستقلة خطیً وا ان کر - ,437 حسب تعريف القيم الخاصة » فإن شعاع الخطأ ,»© 
ذو ال (1-/0) مرکمة ومیرة,-.,وة ہی6 یکتب یشکل وحید بدلالۃ ال ۸-1 


شعاع خاص ٠‏ أي أن: 


= Se, (8-43) 


وبشکل تام لدینا (۸-1) معادلة ب (1-) هول بء 


N Ana‏ چنا ۲ے 


درون وه بو 


eno) wau) [a2 ya 
حيث ال ع و ال ن معلومة ومستقلة. إن الأخطاء على طول السطر جا تنتج‎ 
من الخطا الابتدائي ,© وتعطی بالشکل:‎ 
leg = Ae, = De, AV, = eA, (8-45) 








(8-46) 








ا 
2ے ۲ 0 01 ١‏ 
+s‏ = 1 
أ 2 
2- 010 
1 |1 0 1 
4 حيث أن المصفوفة ,,,2 المربعة من المرتبة (۸-1) حيث 





(847) 





,N-1 (848)‏ 
هله القيم تحقق العلاقة: (8-49) ۷< ۷ہے7 
وباستخدام الخاصة: أنه إذا كانت القيم الخاصة للمصفوفة 8 هي 2 عندئذ 
القيم الخاصة ل (1]8 تکون (2)/ء ينتج من هذه الخاصة أن القيم الخاصة ل ۸ هي 
4507ء +1 





(8-50") 
وبالتالي فين شرط استقرار الطريقة الصريحة يكون 


|1 +-4ssin* (4)) (8-51) 






وبأخذ الطرف التالي من 


-1s1+s{-4ssin*( 








sin" (4) > + 


کی 


ولع 





ومنه تحصل على شرط الاستقرار النهائي التالي: 
(8-11)- طريقة كرانك نيكلسون الضمنية 

لندرس الآن استقرار الحل بالنسية ة كرانك- نيكلسون الضمنية : إن 
المعادلات الفرقية لهذه الطريقة والتي أعطيت سابقاً بالعلاقة الآثية : 


(8-53) ںہ + ن,25(1 -2) + رن 


لي أذة 


0-۸إ_ہ+2)')ں,21-57) 

وبالتالي: U, = (21ST) (21 +STy- Wy‏ 
وبالناقشة السابقة بنفسھا لمعادلات الفروق 
رن القيمة المطلقة لكل من القيم الخاصة للمصفوفةة 

4 > (جم1ث + 0)2 ,1ه - 21) 
تكون أقل من 1 وبما أن القيم الخاصة ل ,م7 تساوي: 

N 
فإن القيم الخاصة للمصفوفة ۸ تساوي:‎ 


)8-55( 








ومن الواضح أن هذا المقدار أصغر من 1 من أجل كل القيم الموجبة ل 5ء وهنا 
كرانك - نيكلسون مهما تكن قيمة 5 
مبرهنة-1- (حول القيم الخاصة لمصفوفة ثلاثية القطر) 


الخاصة لمصفوقة 74:30 : 


يبرهن استقرار 








إشارة و 3 حقيقي أوعقدي) 









رید ((5/ء)/.2)0 +ه - 


ب ولتكن مركباته 





7 ووه - 
8-57) للجوزوه - »ا 


حيث © ثابت يمكن أخنه مساويا -2 


البرهان: لتكن المصفوفة. 





101 0 


اھ 


0 1 û1 
1 0 


عندئذ ,6/1 +4 = ,2 حيث ,لم القيم الخاصة للمصفوفة 8, ويكفي 








بين هذه 


القيم الخاصة للمصفوفة 8. يمكننا الوصول للتحقق من النتيجة ولكتنا ستحاول بناء 


هذا البرهان. لنضع: 





١ 
أ‎ 
By (jp) = det(pıl—B) = | 


B,(2) = By. (2) = B, 
B,()= f, عر - (برايظ‎ 
العلاقة التكرارية السابقة سناحذ 1-(م),8؛ لنرمز ب‎ 8: 


8B)‏ =(×)رم ,22 دمر عتدئذ: (2)ر -(×),,م×2=(×) رم هته العلاقة 


تحقق كثير حدود المعطى بالعلاقة المثلثية: 
sin(N +1) = 2cos çsin Np-sîn(N 1), X =cosp‏ 
وهذا يعطي العلاقة. للحصول على الشروط الابتدائیة نأعذۃ 


(Nt Darecosx)‏ ا 
ومس - ()برط؛ برم كثير حلود تشييشيف. 


إن أصفار (8)4 هي إذن نفسها أصقار | 5ممدمة(ا + )| منء أي 


0s FT‏ ,اا أن مركبات الشعاع الخاص المراف 
(40-ı‏ = ,(,5()4))دم 2 د ر(يو). 
=esin( RE)‏ ,)4( 
ويمكننا أن نجد نتيجة ماثلة للمصفوفات المعطة حسب شروط النهايات. 
سندرس بعد ذلك التقارب من أجل شروط حدية على شكل مشتقات (سنوضح 
ذلك بمثال عن معادلة كرانك- نيكلسون- الضمنية وهذا ستقدم النظريتين التمهي 
قبل ذلك. 








(Brauer's theorem-ıg|رڊ‎ 








لتكن ,م مجموع القيم الطلقة للحدود الواقعة على طول السطر ١‏ باستنا 


ة خاصة للمصفوفة ۸ تقع داخل أو على حدود محيط دائرة 





العنصر ےہ. عندئذ کل 


على الأقل من الدوائر 


البرهان: من النظرية التمهيدية - 















ای 8+...+0+ 


=a =p 
+ |ی8|+....+0+‎ 
وهو ال‎ 





(8-12)- التقارب من أجل شروط حدية على شكل مشتقات 


سندرس التقارب من أجل شروط حدية على شكل 
خلال معادلة كرانك- نيكلسون- الضمنية: 





وستوضح ذلك من 





- )21 + ,1و‎ u, = {41 -(21 sy), 


(21 — ST) 
,ر8 وهي تؤدي إلى العادلتۃ‎ = )47 - 8(٠ کب ی بالشكل التالي:‎ 
= (4B" Iu, (8-59) 
حیث ان‎ 











۱ ہ- (2+2) 


[2+29) ء 


ومعادلات الفروق المحدودة ستكون مستقرة عنلما تكون القيمة المطلقة لكل قيمة 
خاصة للمصفوفة (487-1) لا تزيد عن 1 أي يكون لدينا 1> 


-4إ حيث أن 2 





هي القيمة الخاصة للمصفوفة 8. وهذا يكاقئ الشرط 2< 


من المصفوفة 8. لدينا 


براویر تجد: 





r. 





لکل قیم 5 لنتم هذا الٹل کما بدأنا یِعرفة معیار الہ 


ولتأخذ معادلة ا حرا 








معیار الا 








والشروط: 


مقربة بجعادلات القروق المركزية التالية: 











,4 ثوايت و 0< 


vs), ۸م)‎ -1(, 


والمعادلة التفاضلية مقربة بالطريقة ال 


ور رلا5+ 


5 
{1-2s(1+h,h)} 


1-25) 


20, 





-h,(u-v,) 





,0< #. عنلما تكون الشروط الحدية 








+۸0 





وحلف ںہ و رہہ حصل على المعلالات المكتوبة مصقوفاتياً بالشکل: 





[ ز(زطرط+1-2:01)‎ 2s 
ا | زيل‎ s (1-25) 5 
نه‎ | 2 
لضت‎ | 

]2,۷ 7 
0 0 

0 
[محيفة] 


لقف 





-2s(1 +h), Pp, =2 


داخلهة 26 > |((,+ 1-2+0) 





ومن الشكل السابق نجد: 1-26 2s(2+ hh),‏ 
وللاستقرار لدینا ما ےک |2 
ومنه : 1 > (/:1 + 26)2 إل: (ابط +1/)2>ء 


7 >5 والأقل منهما (الأصغر) هو: 
(طبط+ 1/2 > 
با +1/)2ک× 


((ليد + 2)/ زارط +2)/ 1إ صن < s‏ 


(8-13)- معادلات كرانك-نيكلسون 


من السهل أن نرى معادلات طريا 


كرانك- نيكلسون للمسألة المعلة تراكم 


الخطأ بالعلاقة: 
(4B "De, (8-60)‏ = ,€ 








6 





[لطبط +20 +2) 





(8-61) 


{2+ 2s(1 + hh)}| = 2s 


5. (هناك طريقة 


التکراریة العطاة سابقاً بللعادلة التالیقۃ 


5 (8-62) 





حيث 60856 علد غیر معلوم ٦‏ 








0 = م‎ + pu + puإ‎ +e +. (8-63) 


rrr 





لمع 


A" +e (8-64)‏ 
حيث © هو شعاع مجهول و 86-1.// - 2/0 وعثلما د 
ا حل الدقیق ومن العلاقة المصفوفاتية الأخيرة نجد المعادلة المصفوفاتية: 
u= Au+c (8-65)‏ 
وبالتعويض في المعادلة السابقة نجد شعاع ا خطاً ٭ المعرف بالعلا 


وبما أن المصفوفة ۸ مربعة من المرتبة ( 20-1 ) والشعاع ")© ذو (71-1) مركية 
فيمكننا كتابة "ا بدلالة ال (1-/8) الأشعة الخاصة للمصفوفة 4: ,لاي 


ومنه: 


)8-67( ,< = ,47۷ ,ےک = ع4 = ان 


لآن: ,2۷ = AV,‏ (یحسب تعریف القیم الخاصة) والخلاصةة 
تفي لی 
وحتى يكون : 0 ج "ام عند ازدياد قيم © يِب أن يكون أكبر القيم الخاصة 
التالية أقل من 1: ,| بي|.. 











حل العادلات التفاضلیة الجزنية الناقصية 
تظهر عادة المعادلات التفاضلية الناقصية عملياً (ني الفيزياء والميكانيك) في 


معادلات التواز: 






Vu(x,y) (8-70)‏ 
من آجل: ۸ € (ر,*) و ٤8‏ (رجج): ار (ج)ع > ( )نہ و8 هي حدود 1 
وحيث ۸ هي المنطقة: (ك > در > ع,ظ > × > 4ا (ر»)) =۸ 


ومعادلة لابلاس الممائلة: 


0 (8-71) 





(8-15)- طريقة الفروق المنتهية لحل المعادلات الناقصية 





إن حل المعادلات الناقصية يطريقة الفروق المنتهية يماثل ماتم عمله أثناء حل 








لإه ,6ه الموضح في الشكل - 






التناظر) الواقع بین ۴۷× 
الحيط ۴۲× قيمة 0ا وعلى اخيط 611501 قيمة 1 ۳ خذ مربعات الشبكة 


بالشکز 





حم 


re 














الشكل -1- 
الحل لثرمز للقيم التقريبية للحل في نقاط الشيكة (كما هو مبين على الشكل) 
بالرموز التالیة على الترتيب: ©,8,,6,4 . باستبدال قيم المشتقات في المعادلة التفاضلية 


بالفروق جد أن المعادلة الفرقية (ذات الخمس نقاط) تأحذ الشكل الآتي: 


مزل + 29 - س0چ 
x=ih, y= jh h=‏ 
0 = 1+ )ر4 — 1+ ay‏ + + رب 2)0 
وبتطبيق هذه المعادلة على نقاط الشبكة تحصل على جملة المعادلات الخطية التا! 
2(2b+1-4a)+1 =0‏ 
2(c+a+1-4b)+1=0‏ 
2(d+b+e-4c)+1=0‏ 


2(2c-4d)+1 =0 
2(20+2-4e)+1 =0 


وبحل هذه المعادلات نجد أن: 
d=0.454, e=0.954‏ ,0.658حه ب724٥‏ ,۸-0737 
إن هذا الحل ل س دقيقا بشكل جيد وسبب ذلك يعود إلى كبر خطوة التقسيم في 
الشبكة السابقة ويخاصة الحل عند النقطة © فيه خطأ كبير ويعود ذلك لأن الزوايا 
الداخلية عند النقطتين 13 و >1 تتجاوز 180 











(8-16)- مسألة الشروط الحدية التفاضلية (لمسألة انتشار الحرارة): 


j 





.رس الآن معادلة ١‏ علی سطح ناقل للکھرباء 









والشروط ا حدیة التفاضلیة هته 


(8-72) 








0 











الحل: إن المعادلة الفرقية المكاقتة ته المعلالة الت 
6 کی8 + یھ - )+( 


وبتعويض قیمة 1-025 نید أنۃ 


عند النقطة ا حیطیة 1 
بد اللعادلقۃ لن - و30۷ + ولا + .30+ ولا 

وباستخدام علاقة الشرط الحدي والفرق المركزي هذا الشرط (المشتق الليزئي 
الاول) تجد: لال - (ولة- )2 = ا 
ویحذف _ہ تحصل علی: 1-> .60 + رن2 + پیڑو- 


وبشكل مشابه في النقاط 2 و 3 و 4 حصل علی العادلات: 


9- ينا 


31, — Bu, + 2u, + 3, وفي اله‎ 


وفي النقطة 6 ند المعلالة: 1- > ,,/31 + بلا + غ84 - ا + 3 
النقطة 7 تمد المعادلة: 1- > ,,/30 + ولة + ,80 - علا + ولاق 
وهكذا بإقام ذلك حتى النقطة 20 نحصل على مجموعة معلالات خطية تكتب 
بشکل مصفوفات بالشکل: ۸07۵ حیث نا شعاع عمود ذو امرکیات: وواةہ.., ولا ,ہلا و 
تا شعاع عمود كل مركبة فيه تساوي 1- و .4 مصفوفة تكتب على شكل مصفوفة مجز 


بالشكل: 











وبحل جملة هذه المعادلات نجد ا لحل 
0ء بنا ,496 





2.909, u, > 2.411, 1 











u 

949 = و ,4.169 > وت ,1.801- ينا ,2,917 > بلا , 3 

U, 000,1, = 4.431, U, = 4.195, - 5 
518, ug =4.276, u, = 3.520, 






مثال (3) : حل المعادلة التفاضلية ة (التاقصية) 





أجل المنطقة: (0.5 > بر > 0.5,0 > عد > 0 ١‏ (نز,)) - / 





200 - (نز,ك.0)/ ,ه200 > (0.5 :)لا ,0 = (0,:)»د,0 - (بر,۷)0۵ 





والشروط ا حد 
الحل: لنجزئ المنطقة إلى 4 صفوف و4 أعمنة متساوية (16مربع)كما في 


الشكل -3- 





UD S0: 
5ه‎ 


پا | ۴ سے 
es |e, | serme‏ 














كه مسرم 





۹ 




















إن المعادلة الفرقية تأحذ الشكل: 
u, 0‏ — + را - ریم4 4u,‏ 


اوبتطبيق هنه العلاقة على نقاط الشبكة من ,8 





العال 


(حیٹ (8)»- رن ) 





حت يلاح ولا بلك Î‏ 





— لاح ولق ولاك ۱ 
ولاخ رولا - ولاس ولا ينك 


4u, ولاس‎ = =, =a 


0 ہلا- ہلا- ہلا- پلا- ,41 
aa‏ = ولا - ولا - و11 - 410 
o, +1‏ = يلات يلات رلاڈ 





Us =a‏ ولا ولا- وناك 


في النقطة 2: 4+ Mg‏ = هلا - ولا ولك 


حيث نحصل على الطرف || 
200x,14(0.5, y) = 200y‏ 

u, =0‏ 
ديه به 


الشرط: 


نه المعادلات من 








EB 








ونحصل علی جملة العادلات ا خطیة العطة 


5ة] إسآاده 06 ه 




















۱ 4 -1 0 ك-‎ 0 0 oj») | 
-1 4 0 0 -1 0 0 0| |0 

1 6 6 4# 1© او اف و ك‎ ٣ 

-1 0 -1 4 1 5 ٥ 

2 داد ہ «احرية بالتدرة 

0-10 0 ١ ه|إسأأاه‎ 

[كقا إساله - ه16 هه ۵ ۵ ه۰ م] 








0 مثال (4): (مسألة بواسو 


Au= f, in: R=}0,a[<}0,[ 





u=g for 
هي حدود المنطقة ۸ والمطلوب إيجاد الحل نا الني يحقق المعلالة‎ ٠ =۸ حيث‎ 


والشروط السابقة باستخدام طريقة الفروق المنتهية. 



































تم 
حم 
| 
jh 1‏ 
E a‏ 1 
ih QIR‏ 5 
الشعل سه 


م 




















ة داخلية. عملياً نستخدم علاقة الفروق 


المنتهية الكلاسيكية من أجل 5 نقاط: نرمز ب ب لتقريب نا في النقطة 


(x,y) = (ih. j) 


الحل معلوم في نقاط الحدود كما هو مبين في المسألة فإذا رقمنا مجاهي 
ل معلوم في و و مبين في 4 


المتسلسلة سطر بسطر ورمزنا بے '(هرغاىسورينة. 7 للشعاع المعبر عن المجاهيل 


+1 -4| 


مصفوفة تناظرية شريطية (حزمة) ثلاثیة القطر ومعرفة سلبیة ذات بعد 9. كما يمكننا 








يكون دا قابلاً 
(x,y))+ O(N)‏ 
)8-73( 


إن الحدود الفردية تنعدم يسيب 


2) 


في نقطة (زة) حصل على 


(A1),= (A), = 








+ 0)( (8-74) 


وهذا يبرهن على أن 4۷ تقريب من المرتبة 2 





مدرمقة (1): نستخدم أحياناً خطط (علاقة) قروق منتهية بتسع ثقاط (بدلاً من 


نقاط) للتعبير عن عبارة ا مشتق بالشكل التالية 





10 / + - و(نايظ) 





62 > ہیں 40+ ری 40+ ہیہلا + 4Uj.‏ + 


پ4 عتلما ۵. وبا 





هنه العلاقة تكون من 






رغبنا الحصول على مخطط (علاقة فر رتبة 4 من أجل أي ٤‏ يكفي تعديل 











بير في الطرفه وهذا الموضوع ليس من مواضيع هذا المقرر 


(8-17)- الفروق المنتهية في الإحداثيات القطبية: 
إن مسألة ال لإحداثيات القطبية من ال التحليل 





العددي حيث تكون لدينا ث 





ا يديا 





rrr 





)8-76( 


لنصرف نظ الشیکة نی الستوي القطبي (۳,0) من تضاطع الدوائر 


...)طت » والخطوط المستقيمة ...,01,2= ¡ ,80ز = 0 كماني الشكل -5- 


التالي الذي يبين الشبكة في الإحداثيات القطییة (۶,0). 


الشكل -5- 
إن معادلة لابلاس في النقطة (ل1) يمكن أن تقرب بالعادلة الفرقية القطبية التاليةة 
ريه 


877( کیٹ 


من هذه المعادلة نجد: 


(8-8) 


إذا كتبت هذه المعلالة بالتفصيل من أجل ه,...,1,2- 
فرضنا أن الشروط الحدية معلومة من أجل (1+مم)حز ,0-ز ,(اخم)-خ , 


نمحصل على الشكل المصقوفاتي التالي: ۸۱۵ حيث 8 هو شعاع عمود جلد من 


الحدية وها شعاع عمود منقولة هو: 














او +0 ,2 


(1-3) B, 





حيث أن كل مصفوفة 1 ,8 هي مصفوفة ×" و تعطى المصفوفة 89 بالشكل: 


جد + 








ات بالقرب من حدود منحن عند استخدام شبكة مربعة 





(8-18)-علاقات ١‏ 
عندما تكون الحدود منحنية في الشبكة فإن العلاقات التي تم استخدامها سابقاً لا 


الأول 





يكن استخدامها من أجل تقزيب 


الفقرة سنجد كيف يمكننا إيجاد العلاقة 





لذلك نفرض أن الشبكة مربعة بخطوة مقدارها :1: وحسب نشر تايلور لدينا 


(الشكل - 6-) 





(8-79) 


















لنحذنف گی من العادلتین السا 

)8-80( وہ و ر لی + هد | 0 5 

من مرتبة ۸ وبشکل مشاب بحقف 

هم آولا 0چ 

وبالتعويض في المعادلة التفاضلية: 7 
x)= f(x,y)‏ 0 





نجد أن هن المعادلة تقرب بالعادلة: 


-2+ u, =F f, (8-82) 





مثال (5) : لنأحذ معلالة لابلاس ذات البعدين: 


0 7۷ ولتکن منطقة الحل هي منحن مغلق 





على شكل نصف دائرة نصف قطرها 20 وإذا 
كانت قيمة التابع 100>نا معلومة على المحيط: 
وكذلك على نصف القطر 0تناء الطلوبء احسب 
امحل في نقاط الشبكة المربعة ذات الخطوة 1 




















e 
)- 7 بقة الفروق المنتهية(الشكل-‎ 
فنا‎ 
۰ الحل: من العلا‎ 
Ta RO -2)+ “۶/۸ 
2.” وبتطبيق الحل عند النقطة ۸ للمعادلة المعطة (الشكل) نجد:‎ 
جلي )2- د‎ q4 =0 
بإصلاح هذه المعادلة تصبح بالشكط[ التالي : وعد‎ 
ح بالكل اجائر‎ 3 





10027 


رد 





۳۴۳۴۲ 








1, +1, +100+0- 4u =0 
+100- 4, =0 





0.4634926, 1, = 746 





8-19-1- طريقة تصغير الخطوة 


نفرض أن تا ہو ال للمعادلة التفاضلية وأن » و و الحلان في النقطة 





(على الترتيب) ۸ ويم هذه المعادلة أيضاً 





u—u, = Ah 


Ah 


u 





(خطأ التقارب يتناسب مع ”8 ). ومنه جلت 





)8-84( 
فمن أجل علاقة بخمس نقاط لمعادلة لابلاس: 
uy Fry + + = 4, = Û‏ 


إن خطأ التجزيء لمتطقة مستطيلة لقيم ملساء حدودية معلومة يكون متناسبا مع 
نزي و ونة يكو ع 





*8. في هذه الحالة ومن أجل ,28 - ,1 





نمس 





8-19-2- طریقة التصحیح 
تستخدم في هته الطريقة حدود تصحيح للمعادلة القرقية. ويمكن شرح هذه 


الطريقة من خلال معلحة مسألة لابلاس السابقة: ‏ 0> 2۴+ 


حيث :8و 57 تمثل الفروق من المرتبة || 


0 واغخور لإه أي: 

)8-86( إلا + 210 - 

وبالتالي ٠‏ ومن معادلة لابلاس: ( 

Su + Su ار رس‎ (8-87) 

وبحل المعادلة: 

(8-88) 

جد التقریب الأولي للحل وهو علاقة الفروق ذات النقاط ا حمسة نفسھ 
ty + + + “4 =0‏ 


يمكن الحصول على دقة أكير (تحسين) للحل وذلك بملاحظة الطرف الايمن 


العلاقة (8-87) كما يمكن تحسين الحل بأخذ علاقة قروق بتسع نقاط فمثلاً من أجل 


معادلة لابلاس ومن أجل الشبكة التالية ذات الخطوة ط (الشكل-8-): 








لابلاسيان بالرمز 





وبالرمق 
)8-89( 





وھکذا تجد: 


(8-90) 





ويا أن سلسلة تايلور تكتب بالشكل: 


+h +...+ +... u(x) = (e * u), (891) 








ينتج أن: u = ely, Us =€ Ua,‏ 
ن مكلالة بواسون تناظرية بالنسبة للمشتقات» لنعرف امجاميع التناظرية التالية: 

ولاج ولاج ولاح ولاح رك 

)8-92( ۰ب جم 

Sy = My +g +H +, 





وبتعويض 1 و ,8 و .... بدلالة ولة ونشرالمق 


+ نا( 3092- “)0 





$, = 4u, +h Vu, + 


sS, = 4u, + 2h? Vu, +h" (V' +4D°)u, +h (VW +12D“V?)u, +... (8-93) 





+ نا ( “397 - “7؟) “رط + ينا( “94-21 s, = 4u, + 4h Vu,‏ 
بحذف ,21/0 بين رقاو وى جد 


+0)( (8-94) 








من أجل معادلة بواسون لديتة / 





وبالنسبة لمعادلة لابلاس تنعدم أمثا 
بالشكل التالي: 0- 208 - رد + ,4% 


هته العلاقة ال 


لابلاس: 0= ×4 


عم 





01 
4 -20 4u =6Ff ++ f (8-95) 
KCK و‎ 


(8-20)- توضيحات لحل مجموعة المعادلات الفرقية الناقصية 


عند حل المعادلات التفاضلية التاقصية نخصل على عدد كبير جداً من المعادلات 


الجبرية قد يصل الى عشرات الآلاف والتي يصعب حلها من الطبيعي عدم استخدام 
الطرق المباشرة (مثل طريقة مقلوب المصفوفة أو طريقة الحذف الغوصي وطریقة کرامر- 
الفصل الثالث-) لحل هذه اٹجموعة من المعادلات تستخدم عادة الطرق غير المباشرة 
(التکراریة) للحل مثل طريقة جاكوبي وطريقة غوص - سايلل وطريقة الاستيفاء 
الخارجي للبمان وطريقة الاتجاهات المتناوبة وطريقة التدرج المرافق وغيرها من الطرائق. 
لنأخذ مثلاً معادلة لابلاس أو معلالة بواسون (الناقصيتين)» تقرب معادلة 
بواسون بعلاقة فروق ذات خس نقاط بالشکل: 
)8-96( 07 + ر = + 


0 


+ 


ين لديا مجموعة المعادلات المعطة بالشكل المصفوفاتي التالي : 
8-97( متام 
3 ۳ 7ھ 1 
۱ 














حيث إن ,© ,,8 ,,4 هي مصفوفات حزمية. 
ندع سر اسار رية غير المباشرة لحل معادلة بواسون التفاضلية الناقصية 
غير المبء 


) مشل طريقة جاكوبي و طريقة غوص- 








ساینل و طر الاستيفاء الخارجي و طر 


يقة الاسترخاء وغيرها من الطرق وسنكتفي في هذا 









طريقة غوص-سايدل وطريقة ليبمان في الاستيفاء الخارجي و طر؛ 





(الضمنية) وطريقة الاسترخاء. 





التفاضلية الناقصية)00طاءدم- معدل 






من خلال معالجة معادلة بواسون التفاضلية الناقصية التاليةة 


3 + f(x,y)=0 








امحل هي المنطقة المستطيلة 5 ذات الأبعاد إ٩‏ ,لام ولنفرض أن 





الحل نا معلوم على حدود المنطقة 5 وبتقسيم هذه المنطقة على شكل شبكة من المربعات 


ذات الخطوة . حيث أن نقاط الشبكة محندة بالشكل: «...,0,1,2 -1 :طلك ,نر 








yj = jh; j=01, 


عندئذ تأخذ العادلة التفاضلیة السابقة الشکل ال 







0 ئا ٭ط+ 





نة مع الطرق غير المباشرة 
الأخرى وتسارعها يتناسب مع النظيم لطريقة جاكوبي التاليء والني يعرف بأنه أكير 
القيم الخاصة لمصفوفة هذه الط 
)8-100( (2ومه + ذومه)+ - ([)م دم 
غوص-سايدل (لمعادلة بواسون التفاضلية الناقصية) 

Gauss-Siedel method 
هته الطريقة تختلف عن سابقتها بأنها تلاحظ المركبات-القيم التكرارية- التي‎ 








حسبت فی آخر خطوق فإذا فرضنا أن القيم التكرارية للحل في الخطوة (1+ه) قد 


حسيت من أجل الأسطر: 1-ل...,1,2-: 





















(1-1) وبالتالي فين قيمة الحل في التقطة ([1) وفي ا خطوۃ (0+1) تعطی, حسب 




















الشکل 
أن 
بالعلاقة التالية: 
u 1 +u +u +a + hf) (8-101)‏ 
تسمى هه العلاقة غالب بعلاقة "طريقة الاستيفاء الخارجي لليبمان" حسب غخطط 
1 غوص- سايئل لمعادلة بواسو ,۸ حیث: 
)8-102( راڈ + ا40 
أي يكون من أجل ذلك "ا 
+u +h f) (8-103) ١‏ 





خي نة سه ا ا 


إن الخطأ و 








مر اااي و 


العادلات الفرقیة السابقة و م -نظيم مصفوفة التكرار- يعطى من أجل هذه الطريقة 





من + 2 5مه) + - *((0)م) - (©)م -م 





نة جاكوبي بمقدار الضعف 








وأن هذا التقارب يتعلق ب « وو فكلما كانت خطوة الشبكة أصغر - أي م وو أكبر - 


قارب أصغر (تناسب عكسي) 








8-21-3-طريقة ليبمان في الاستيقاء الخارجي (لمعادلة بواسون التفاضلية الناقصية) 
Î) Unextrapolated Liebmann method‏ ؤڍ (S.0.‏ 
لنکتب العادلة الفرقیة فی طريقة غوص-سايدل السابقة: 
+u) +u +h) (8-104)‏ رمن + =u‏ 


بالشكل التالی: 


u + + 4 +) 


)بد نان ے ناما 


(8-105) 
u +R 


حيث ,۸ هو تغير قيمة ر4 خلال خطوة تكرار واحدة في طريقة غوص- 
سايدل. بالسية لطريقة اليبمان يخطى عاد تغير ك 14 قيمته أكبر من تغير طريقنة 
غوص-سايدل» ويعطى عندئذ التكرار من أجل النقاط الداخلية للشيكة بالعلا 


1R‏ + مان د لمان 
(8-106) 1 
TN)‏ لكأن ب "إن )يب "أن د 


حيث: 4-46 ثابت موجبء وبشكل عملي : 454 > + 


أما من أجل النقاط على الحدود لديتا: 0,4 


يمكن كتابة العلاقة الأخيرة (5-76) بدلالة 6 بالشكل 
07 (1-0) + ((س 72+ 6f (u +u + u + ul‏ = 0 
وھذا یبین ان التکرار حسب عذہ ١‏ یقة عبارۃ عن ترکیب خطي (تھجین) 
لعلاقة غوص (5-71) التالية: 
tu +f)‏ ا u =} (u +o‏ 
مع التكرار '”): في الخطوة 0د 
8-21-4-دراسة تقارب طريقة ليبمان في الاستيفاء الخارجي 
(لمعادلة بواسون التفاضلية الناقصية) 
إن أفضل قيمة ل 4 حسبما برهن العام "فراتكل" للحصول على معدل 
أعظمي لتقارب الخل هو أصغر قيمة 









في ا حقیقة لا توجد عبارة تحسب ,0 باستثناء معادلة بوا في متطقة 
مستطيلة أو أسطوانة دورائیة وحسابها يتعلق بتقدير النظيم "الجذر الطيفي" (/)م 


طريقة جاكوبي (ا+1) أو على تقدير النظيم (6)م لمصفوفة 








وص-سایدل تا'(1-1)ء كما يبرهن أن: 





Altenating-Direction implicit -(uiaضغلا) الاتجاهات المتناوبة‎ 


Peaceman-Rachford J ADI aaıy¦b sl method 





أيضاً في حل المعادلات التفاضلءة المكافئية: حيث أنه 






تكرار واحد وحيث 








)= م يستخدم كوسيط تسارع 
لنعاخغخ وفق هنه الطريقة المعادلة الناقصية: 





=f(xy) (8-107) 







حيث الثايت 0< ع. هذه العلدلة 
التربيعية ذات الخطوة 1 بالعادلة ال 
f (8-108)‏ 


لنحل هنه العادلة من أجل کل حد بین القوسیز 





> ںو تطا+ ری ت- ,20+ 








نکتب: 





وكذلك: 


„+h gu, +P, = 





a h"gu,, +h fy 
حيث أن م وسيط عددي.‎ 
إن الطريقة التكرارية المتناوبة الاتجاهات (2,1.خ) لممكطعمة!-ممسعممعم‎ 
عندئذ تعرف بالعادلاتة‎ 





“"أنا(م + عتط ++ 2)+ 





اد(م - عط 2)- نان - 


200 





(2+}h’g+p)u 





gp) + u +h, 





لنفرض أن منطقة التكامل ج عم کت DR‏ 
مستقیماً متوازیة وموازیة للمحور لاه » و (۸+1) مستقيماً متوازية وموازية للمحور 


×0 حسب الشكل -10- التالي: 








41 





00ہ 


سپٹ 














“نا حسيبت في كل نقاط الشبكة بدلالة القيم 


مض رن ن 


(84-1) معادلة خطية من 





الابتدائية (©/ وبدلاا 





المعادلة التكرارية مطبقة 








وبما أن كل من هذه المعادلات لا تحتوي على أكثر من ثلاثة مجاهيل؛ فإن هله 





الجملة من ال (80-1) معادلة تحل بطريقة الحنف الغاوصي. ومن أجل كل مجموعة لكل 


تعطي مجموعة بمائلة من (۸-1) معادلة لحساب التقريب 





سطر تحل, فإن معادا 


رقم (8+2) للحل نا عموداً عموداً. يبرهن أته من أجل ذات الوسيط العددي م لكل 





أجل جميع قيم 0< م وأن أفضل قيمة لهذا 







حيث 1 هي أكبر قيمة ل 1/1 و 
8-21-6- طريغ l1اتخlء (Relaxation method)‏ 
لحل المعادلات التفاضلية الناقصية بشكل 


لكل خطرة تكرارية 





تقارب ا حل یکون أسرع بما سبقء تسمی هذه الطريقة بطريعة الاسترخاء فلو أخذنا مثلاً 
معادلة بواسون: 
)8-109( 





ولنأحذ الشبكة التربيعية ذات | 























الشكل-11- 
ومن أجل النقطة المركزية 0 ومن أجل علا 
1 ذ الشكل الفرقي التالي: 
4u, +H f, =0‏ - يندج يلاج يلاج بلا 
إن الحل الدقيق (التحليلي) لكل المعادلات الفرقية سيجعل الطرف الأيسر 
معدوما أما القيم الأخرى ل نا فلن تجعل هذا الطرف معدوماً وسيكون مقداراً ما 
سنرمز له بالباقي 7 (25121) . وهذا الباقي عند التقطة الصفرية يعطى بالعلاقة: 
)8-110( 0و 11+ وننة س يلاج يناج ولاج رلات ,8 
كما أن بقية البواقي التي تحتوي على الحد ول هي: 


R, =u, +l, + ug +g = Au, +H f 





وق ذات الخمسة نقاط فإن معادلة 





بواسون السابقة 


Ry = ug +g + +, = 4u, + fy 
4u, + Ff 


4l, + Ff‏ — + ہلا + ولا + ولا 


(8-111) 





ورک + پل + Ry =u‏ 
۸ 
تبون لنا هذه العلاقات أن تغيراً مقدارہ 1+- 8 للحدوة يغير الفروق 
Ro, Ri Ro, Ra, Ry‏ على ال 


) بجقدار (1,1 ,1.1 ,4-). 





۴۸ 



























مثال (6): 


لنفرض أن ان 





وحيث لدينا الشروط: 
¡) 0= على طول: 0=ر مھ 0=× 
11) «حنا على طول: مسر 


11) نا تتغير خطياً على طول: 4=× ومستمرة في 





























(5٭ط+ ہنا + ہت ,)+= ردا وذلك مع أخذ 2>ط (أي المربع كله). لنأخذ على 





سبيل المثال 0- ور في هذه الحالة نجل 
0 (32+8+0+0)+ے ےا 

64+8+10+3)+ 
4 (0+0+10 +8 لد ره 
.2127 (4+10 +8 + 28) +4 











۳44 




















ري اد ۴/۸ 
CE =2‏ =۸ من أجل عل و 8-1 من اُجل وہ) 
إن البواقي الابتدائية تكون: 
R, =12+1+0+4-4(4)=‏ 
R, =28+8+4 +10-412) =‏ 
وبالتابعة بنفس العمل نجد درجات الحرارة (الحل) في الخمس تقاط التالية: 
u, = ‡(0+0+32+10)* 10‏ 
uç = $(0+0+10+0) =‏ 
u, =‡(0+10+10+2)‏ 
4- (10+4+0+ 
20 (010+32+28+10)+ 
وكذلك حساب الفروقة 
5- > (4)28- 12+20+ 48+27- ے۸ 
0 (4)4- 0+2+-4 +0 
1> (5-4)10+ 0+12+4 
0 (32+28+10+10-4)20 - 
5+4+0+0-42 
Ry, =10+10+2+0-4(5)‏ 
R, =16+20+5+0-4(10) =1‏ 
وهكذا نتابع العمل ...إن هذه الطريقة كما يتضح بغية الحصول على دقة 
في الحسابات يتم حل المعلدلات باستخدام الحاسوب وإذا اعتبرنا أننا وصلنا إلى جملة 
المعادلات الخطية ا=×4 وان الحل × يقرب بالشعاع *× بحيث يكون الفرق التالي 


أصغر من مقدار صغير 6 : 3 ك |د - مء با أن الحل × مجهول فنقول بأنه كلما كان 


الشعاع  :‏ > | ى۸ - ف - || صغيراً وأصغر من بالقيمة المطلقة فإن ا حل یکون 
أقرب من الحل الدقيق. 








الطريقة ١‏ 
(8-22)- الحل التحليلي للمعادلة التفاضلية الزائدية من المرتبة "١‏ 
8-22-1-الحالة العامة-(طريقة المميزات) 
لنأحذ المعادلة التفاضلية الزائدية العامة ذات الشكل: 











)8-112( 
حيث أن: ‏ به ,8 به ثوابت فإن العادلة التفاضلیة ا حزثیة تكون خطية يعوامل 
تتعلق ب لا ,× فتكون المعادلة خطية. ومن الممكن أن تكون 


يو 2 ولكنها ليست 





ثابتة. وإذا كانت هنه 1 








هذه المقادير في الحالة المعلحة تابعة للمشتقات الحزئية 





>يمكن أن نبين أنه في أية نقطة 





عندئذ تجد أُن: 


dp = Ê dx + dy = rdx +sdy (8-113 
dq = #dx + Ady =sdx + برك‎ (8-114) 


والمعادلة (8-112) تكتب بالشكل: 
ar+bs+et+e=0 (8-115)‏ 


كما تعلم فإن ‏ هو ميل المماس للمتحني ع في المستوي لره× الني تحقق فيي 


كرقبا المعادلة (8-112): لتحنف من المعادلة (8-115) 5,6 





مع ملاحظة المعادلتين (8-113) و (8-114) فتجلة 


0 -ء + (ه: - وك) ج + #(ap-sdy)+bs‏ 








8-1160( جچے م)-0+ یہ 


لنختار الأن ا1 


(8-117 


)8-118( 
وهذا يدل على آنه في كل لة (لا.:)م من منطقة الحل هناك اتجاهان يعطيان 
بجذري العادلة (8-117) ويتحقق من أجلهما المعادلة التفاضلية (8-118). 
تعریف (1): نسمي الاتجاهين المعطيين ججذري المعلالة (8-117) بالاتجاهات المميز 
وتكون المعادلة التفاضلية الجزئية (8-112) معادلة مكافثية أو ناقصية أو زائدية حسب 


قيمة بميز المعادلة (8-117): مم4 - 5 إن كان (على الترتيب) صغراً أو سالباً أو 


موجيا. سنأحذ في هذه الدراسة فقط الحالة الزائدية ولذلك نفرض أن المعلالة من هذا 


النوع وأن جذور المعادلة (8-117) هي: / = # > له وبالتالي نعتبر أن المنحني 
المار من النقطة (لإ,:)م الذي ميل المماس في كل تقطة منه هو ؟ يسمى بللنحني المميز . 
و في الحالة المدروسة هتاك منحنیان ميزان يمرا بكل نقطة من منطقة الحل. 


الآمثلة الشهيرة في حالة المعادلة الزائدية معادلة الأمواج 


المكافئية معادلة الحرارةة 
وفي حالة المعادلة الناقصية معادلة لابلاس: 0= +2 + إل 


مثال (1): لنأخذ المعلالة التفاضلية 


إن الاتجاهات المميزة لهذه المعادلة تعطى بالجذور ر 


ym? -xm+ y =0, m=dyl dx 


Yor 





حيث تكون حسب قيمة المميز: (ر4- ×) زائدية أو ناقصة أ 





تکون العادلة زائدیة عندمة )۶ 





وتكون المعادلة مكافئية عندما 





وتكون المعادلة ناقصية عندمة |ب|2 > أد| 
8-22-2-الحل - التحليلي-للمعادلة التفاضلية الزائدية (بطريقة المميزات) 


لتأحذ المعادلة السابقة (8-118) حيث وجدنا أنه على طول الإتجاهين المميزين 





للمعادلة التفاضلية تتحقق هذه المعادلة » لنضرب هذه المعادلة ب ×3 فنجلة 


dp +cdq +edy = 0 (8-119) 


وبفرض أن المعادلة التفاضلية زائدية الشك 





جذور العادلة 1 


-b($)+e=0 





قيقية ختلفة من الشكل: / - 


"1 منحن غير بميز يتحقق من أجله شروط البده لکل من ۵8,0 ۔ لضرضن 








أيضا أن 2,0 نقطتان متجاورتان من المنحني '1 وأن المنحني المميزك المار من النقطة 8 





يتقاطع مع المنحن 
ات وود 
-1- التالي: 

كتقريب نفرض أن الأقواس 712 ,07 قر 


المميز ع المار من النقطة © في النقطة ( 





رو5 كماني الشكل 





اعلى الترتيب بالستقيمات مر ,م8٠‏ 





عندئذ المعلالتين السابقتين: 





(م- )مل ع ملا - 
N‏ - )م كرح ملا - بولا 


80(* ¬ xa) 






وهما معادلتان تحويان علی ا جھول 7 
كما أن المعادلةة 0 - له + وا + وف چئڑ ہو 
ror‏ 





cdq + edy =0 (8-12)‏ + ونازہ 


أو بالشكل: 
agdp + cdq + edy =0 (8-122)‏ 
العا ولی تقرب على طول 78 بالشکل: 








(8-123) 0- (منز- ب()مہ+(م9 - ,0),ء+(ء7- م۶)ء' 














المعادلة الثانية تقرب على طول 078 بالشكل: 
)8-124( 0 > (ونا- ونز)يه + (وو- رو)يه + (يظ - بقأوقوه 
هاتان المعادلتان تحويان على اٹجھولین و و 76 و يمكننا تحديد دا في النقطة ۴ من 7 
المعادلة 
)8-125( «0بو + حم - ول :9 + جا یہ سح يل 





۾× ,ولو ٩‏ و ب۶ وبالتالي يمكن كتابة المعادلة 


125) 





(qr +q«)(Y« ~Y,) (8-120 





U Up = }(P; +P )(Xg =X, 
هذا التقريب الأول ل۔ برلہ والذي بحسن باستبدال القیم ا حوریة للعوامل التعددة‎ 


بوسطي هذه القيم. و المعلالتان: 


)م 





)م - مز - ولا 














)8-127( 
(و×- مداوع < ولا 
تاعذان الشکل الآتي: 
یا 0 
نت (- )اير + مر ) 
(ں×- بج)( رع + وع)+ 

وكذلك المعاذا 

0- (منر- رنزاي + (مو- رفان +( -ظارامة 
)8-129( ول - وزأيه + (ن4 - ر4ايء +(ج1- لأوقوه 
تأخذان الشکل ال 


rot 








والعلاقة: 


)8-131( جہر- پو(م+ ,و)(+(×- بل( + ب©) + - رلا- رلا 





تعطي قيمة ولا المحسنة: ثم نتابع العمل لنحصل على قيمة محسنة أقرب 








يبرهن أنه كلما كانت ١‏ ۴ قريبة من النقطة © يكون عند مرات 





ال ا 


' التكرار للحصول على الحل الأفضل أقل. بهذه الطريقة يمكتنا إذن حساب الحل في نقاط 








الشبكة 5 ,8 وبالعمل نفسه نوجد الحل في 


الحل في النقاط الأخرى. 





1 وهكذا نتابع للحصول على 


مثال (2): استخدم طريقة 





ات لإيجاد الحل للمعادلة الخطية 


u =0 





على أول منحن مميز بين النقطة 0.2-× 






والنقطة 0.3=× وحيث ۷<0 ولا تحقققق 


ال 





إوط: 2-3 ,*0.2+5 - نا ء وعلى 





طول مستقيم البدء 0لا من أجل 05151 





الحل: إن شرط البدء للمشتق الجزئي م 
يساوي 10 وبالتالي ميل المميزات تكون: 


-u =0 





من چ = ۴= 5:2 + 0.2 - نا وما 


×3> و كکذك لدینا ”ن--  ٤-0,‏ -ط ,1> 8 وحسب الشکل -2- 





Yoo 








ys =-0.65(x, -0.3)‏ 
ومنه تحصل على التقريب الأول: 0.024762 = ۽ ,0.26190 = × 


كذلك من المعادلتين: 





arf, (Pg —Pp)+Cp(q, =Q,)+Ep(Yn Yr 
3,8 (Pr Pq) +cq(q« =q)+eq (¥, - (ولا‎ 0 
0.4(P„ —2.0)-0.16(q, 0.6) =0 كتبة‎ 


0-(0.9-,و)0.4225-(3.0-ي0.65)7- 





حل هاتين المعلالتين هو: 1.73810= ۾ ;2.45524 = 





كما أن المعادلة: 


(ہل۷- م9,()0+,۹)!+(م×- (P, +Pa (xg‏ 
تعطي القيمة: 


u 





+ (2.45524()0.0619 +0.4+4)2.0 ع ينا 
0.55677 (1.73810+0.6()0.024762) 4 


ومن أجل التقريب الثاني (تحسين 





الحل) لديئة 









31 ۔ حي :0.56684- مداع مه- ع ,1 
ومن المعادلتين: 
(×-ل((1+ )ےس ۷۰ 
(ہ×- 3۰×)( یچ + وگ 
الدينة 68 م× ,025578 پ× 
كذلك من المعادلتي, 





لذن 














+ر(مو- ,ول( + [:)ج+(۶- م۶(چ+ مع)ط(مہ+ 





eo +e, KY, Yq) =0 


+(a, +a.) (f, +fa)(Pa =P,) 





+(e, +e, )(y, 








u =0.5568, u =7‏ 
نبين أن الحل باستخدام طریق المنتهية من أجل ودا سيكون 0.5567. 
)- طريقة الفروق المنتهية 


كما ذكرنا فين النوع الثالث والشهير من المعادلات التفاضاية الحزئية هو 


23( 








المعادلات الزائدية ومن أهم أنواعها معادلة الأمواج الشهير 





(x)= B(x, )=f(x,) 7 ]0,1[; <0 


u(0,)=ul,t)=0 Vt>O 
u(x,0)=f(x)=0 ; OSxs1 


$(x,0)= g(x) ٣× ]0,1[ء‎ 





2 (ay = 2, + 





۷ 





0> 8+ 200- رہ پت ,+ 20 - (ur,‏ 


أو بالشكل للكافئ التالية 


م : یںلا- رلاڈ + ںہ (* 20-5 + س51 < My‏ 


مثال (3): لنأحذ المعادلة التفاضلية التاا 


رج لزا 


0, 0<x<1 
in(rx), 0<x <1 


مع الشروط الحديةة 
0sxsl e‏ ,0= 


بحل هذه المعادلة بطريقة الفروق الحدودة من أجل 0.05=» ,10.1 جد الحل 


التالي (جدول -1-)حيث 


1944 ه22 


05877823 
___ | 0.809016994 
09510565163 
10000000000 
09510565163 
08090169944 | 
0.5877852523 | 
0090169944 
0.000000000 


وهي إجابات قريبة جداً من الحل الدقيق (التحليلي). 
ملاحظة (1): يمكننا حل المعادلة التفاضلية الزائدية 









































مثال (4): لتكن المعادلة 





120 لم0 - ع معطم 0= u‏ والشروط الابتدائيةة 





2-0 whent=0and 0 <x <1 





استخدم علاقة الفروق ا 





روم لا 5ک ہیلا 


وتقريب الفروق المركزية 





رط المشتق حاب الحل من أجل 0)0.1(1=× و 
000.15-. ثم قارن الحل التحليلي 4518700574 - دا مع الحل العددي في علة 
تقاط 

الحل: لدينا (5-1) ومنه علاقة الفروق تأخذ الشكل: 


1<ز: بين 










الشرط الحدي: 1-0 , 


إن المسألة تناظرية عند 0.5 





عطي ( مسلا + و 3)۵ 
× إن القيم التحليلية التالية ل ٠»‏ تطابق القيم 
العددية من أجل دقة 4 أرقام بعد القاصلة (جدول -2-) 

ف (جدول -2-) 
x=0][ 0.1 | 02 | 3 04 05‏ 


0 | 0.0367 | 0.0699 | 0.0962 | 0.1131 | 0.1189 
.0818 | 0.0962 | 0.1011 | 


E: 
0.01 |_0 | 
0.2 | 0 |0.0312 



































| 0.0735 | 0.0699 | 0.0594 | 0.0432 | 0.0227[ 0 0.3 
356 .0 0.0368 | 0.0312 0.0119 | 0 0.4 
0 8-8 6 |05 
مثال (5): العلاقات المقابلة للمعلدلة التفاضلية 23 
ج 4 = . يمكن كتابة العلاقتين الأخيرتين بعلاقات الفروق الا 





أن شرط استقرار کلاھما هو 1> ×8:/8 


in + ((رب۹‎ 






٣۰ 






























8ے رو في المعادلات وتحذف ۸/8 





e088 ± (psi BX 1; p‏ = ومئە: 
lë = (cos? Bx +p sin” Bêx) <1 for :p <1.‏ 
ونفس الشيء بالنسبة للمعادلة الثانية (0) 


مثال (6): لتكن المعادلة التفاضلية الجزئية: 0= 








سنبين من خلال هذا المثال أنه عنلما يكون المنحني المميز الابتدائي هو نفسه 


منحنی مميز عندها لا يكون للمعادلة التفاضلية حل إلا إذا حققت شروط البدء علاقة 





من أجل هذا المتحني المميز. وعندها يكون الحل وحيداً على طول 





سو ا جا أجل النقاط خخارج المنحني. بمعنى أنه لا يمكننا 


للحل خارج نقاط المنحني الابتدائي. في هذا المثال المعادلة 








1-6-0 
0- (0+3(0-2) 
وبالتالي فللنحنیات المیزۃ حي الستقیمان :“2× کے ٭-×3+ل 
اك ثابت) ويفرض أن المنحني الابتدائي هو : 2×=0-ل عندئذ العلاقة التفاضلية على 
طول هذا المستقيم: 0 - برل + ونه + مل .2 تكتب بالشكل: 208-6000 وبعد 





المكاملة نجد: ع-و3-م وهي تحقق شروط البدء : 1< ,۴-2 و يمكننا استنتاج أن 





أحد الحلول الذي يحقق هذه الشروط يعطى بالشكل 


4 





2x)+A(y 





ر)+2=» ثابت ما» 


وهذا ا لحل وحيد على طول المستقيم ٠-2-0‏ لكنه ليس حلا في نقاط الستوي ز٥×‏ 





(8-24)- المعادلات شبه الخطية 








)©-132 





وبفرض أن © منحن في المستوي yه×‏ حيث يكون تقاضل التابع نا باتهامات 





مماسه للمتحني © مستقلة عن المشتقات الحزثية في الاتجاهات الأخرى. بمعنى أن قيم 





التابع ها على المنحني © تحقق المعادلة التفاضلية. وبالتالي لدينة 
ap+bqte=0 ,  durpdxtqdy‏ 
هاتين المعلالتين لديئة 





ix a مسر‎ 0 






02 : 0d×=0+dه‏ ومته غہر: # 
المیز نجدَ 
ji‏ 
هثال (7): بين أن حل المعلالة التفاضلية لر+ ×= ×2 + في النقطة (2.1) هو 
‡1-= ن اأعطي من اجل 0٭ا علی ا حور لہ وذلك ياستخدام التکامل التحليلي. 
الحل: علی طول النحنی المیڑ وفی النقطة (2.1) هو 3-٭×> لا وعلى طول هذا 
المنحني المميز لدينة 


پوت 











j(x+y)dx= («+x -3)4x =2‏ = 
وفي النقطة (2.1) لدينة 14-- نر 





(8-25)- معادلة النقل (الانتشار) 
هنه المسألة تصف نقل كمية ما في مجرى (مثل نقل-انتشار- التلوث في المله), 
تعطى بالعادلة الزائدية بالشكل؛ (سيتم معلبجة المسألة بشكل مقصل علدياً في الفصل 





السابع, و۔ نكتفي في هذا الفصل بدراسة المنحتيات المميزة مع الإشارة إلى الحل العددي 
بشکل سریع): 
(8-133) :)20-2 )0 + زا ع 


۲ 








تعريف -2- المميزات: ثم خاصة هامة لمعادلة النقل (تجدها أيضاً في معلالة 


الأمواج) هي أن الخل نه المعادلة ينتتشر بشکل خطي مع السرعة 6. نسمي هذا المنحني 





بالتحني المميز. 
لنأعذ في المعادلة (1) تغيير المتحولات التاليةة 
X=ax+By, T=yx+pt, u(x,t)=U(X,T)‏ 
ولنأخذ للسهولقۃ f(x,)=0‏ 
وبملاحظة آن: 





عتدئذ المعادلة 








aU 8‏ 
لشكز:0- 228 (وجس)+ 
تاذ الشکل: 0= کے( + )+ چ 
aU‏ 


oT 


u(x.t)= U(X) 





8 عندئذ تأحذ المعادلة الشكل الآتي:0 - 





وبالتالی: (ہ-×)×٭(٭ہ-×ع) 





بمعنى أن نا يبقى ثابتاً على طول المستقيماتة 

txleteste: gl X-ct=este 
لى /1) هي المنحنيات المميزة لمعادلة النقل. الل‎ 
هنه الستقیمات الشےکل‎ 


هذه المستقيمات (ذات ال 





(0 )نہ یتشر على طول المستقيمات. الشكل التالي 





سو 


٣۳ 





الشكل -3- 
طرق علدية متقدمة في حل العادلات التفاضلية الجزئية 

كما هو معلوم قهن الطرق العندية تدضل في الحالات الصعبة والمعقلة بشکل عام 
أي عندما لا كوت هناك حل تحليلي: وهكذا بالنسبة للمعادلات التفاضلية قهناك علد منها 
لا يمكن حله بالطرق التقليدية المعروفة ولذلك نلجأ عانة إلى الطرق العددية لحلها. 
سنهتم في هذا الفصل بحل المعادلات التفاضلية الجزئية ذات الشروط الحدية وبطرق 
غتلفة عما قدمنه في الفصول السابقة أي بالفروق النتهية وسنستخدم تقنية إدخال 
الفضاءات التابعية في الحل. 


وسنستعرض أيضاً في دراستنا بعض مفاهيم التحليل التابعي مثل مفهوم 
التوزيعات (1005انااةاد1) وقضاءات سوبولوف (٥ہ500 )8٦۵001:۷‏ و نضاء ال 


سيكون من هنه الفضاءات لمسائل القيم الحديةه و ندرس مسائل القيم الحدية بشكلها 
الضعيف (التحولي)- تادان م۴0 ل۵٥٥‏ ا۵ك۷ - والقوي كما نبحث في نظرية 
وجود ووحذانية الحل الشهيرة جداً (نظرية لاكس-ميليغرام)- تھوا1/( جھا 
+0 00-, حیث ان الاتجاه الحديث في دراسة حل مسائل القيم الحدية تسير وفق 
الشکل الذي نقدمه فيمايلي. 
(8-26)- التوزيعات وفضاءات سوبولوف: 
تعریف-1- الففاہ (1)4: 

هو مجموعة التوابع القابلة للجمع -المكاملة وفق مفهوم لوبيغ-وهي تشكل 


فضاء شعاعیا مع عملیة جمع التوابع وضربھا بعند حيث أن عملية تركيب التوابع 


٣٢ 





القابلة للجمع مغلقة ويكون شکل 





مفتوحة غير خالية من "۸ 





تعريف-2- القضاه (0)م' 





بتراص في 42 - :12 مجموعة مفتوحة غير خالية من ". نرمز مجموعة هذه التوابع 


القابلة للتكامل موضعياً بالرمز (۵)ے 
تعريف-3-الفضاه (17)0: 
يعرف الفضاء ()”/ من أجل 2 مجموعة مفتوحة في "۸ بأئه الفضاء المكون 


من التوابع القابلة للتكامل من المرتبة 7 وفق مفهوم 


بيغ أي التوابع اغققة للخاصة: 








ب > 1۸> ۵8 ]٢)(]‏ ويعرف النظشيم في هذا الفضاء 


ا( )۲ا )= ری[ ويبرهن أن هذا القضاء هو فضا باناخ (تام) 


تریف-4- الففاہ (12)0: 








تمد أن هذا الفضاء هو فضاء هلبرت ويعرف الجداء الداخلي فيه بأحد الأشك 
ا حالة المذكورة): 


1- )7)8 = ر (8,/) عندما تكون ال 





f (x)g(x)ad -2 


رى (8/) عندما تكون التوابع حقيقية 








1 








Support of function - تعريف-5- رعاءة تلبع‎ 

إذا كان #تابعاً حقيقياً ما مستمراً على المجموعة المفتوحة “8 فنسمي لصاقة 

ا جموعة التالیةۃ (0٭(۴)کر /×] بدعامة التابع ٤‏ ونرمز للدعامة بالرمزة)ممنا5) ٠‏ إذن 
الدينة 





(0غ وار اع = .Supp(/)‏ 

تعريف-6- الفضاء (©)2 (أو (7)92©): 

لتكن 22 مجموعة مفتوحة غير خالية من "2 الفضاء (2)©9 (أو (7)9©) هو 
الفضاء المكون من التوابع القابلة للمفاضلة عند غير منته من المرات والتي لها دعامة 
متراصة نی لک 
(8-27)- التوابع النظامية: 

لتكن (ي/) أسرة من التوابع التي تنتمي للفضاء ("2)8: نقول إن هذه الأسرة 
من التوابع نظامیة إذا حققت الشروط الآتية: 
f)>0 -١‏ 
/] 








3- (8)0,2 - (0د)ےزدررنگ حیٹ  :‏ (ہ ک ۸,۱ ۰×) < (ھ,0)ظ 
نظرية(1) : الفضاء (۵(<0)۵) ٥۲‏ کثیف نی الفضاء (۶)۵] إذا کان ہ>1>0 
آي: (م) 7 - (ئ20 
(8-28)- التقارب فی الفضاء (عاتط: 
لتكن متتالیة التوابع (,©! ,(2)52 ع ,©: نقول أن هذه المتتالية تتقارب من 
التابع (©)0 ٤‏ م» عندما ‏ ج ٠ء‏ إذا تحقق الشرطان التاليانة 


1- لأي علد أ توجد مجموعة متراصة تحوي جميع دعامات ,© 


٣٦ 





-7- قضاء الثنوية (2")©2: هدم Dua‏ 








إن مجموعة التوزيعات تشكل قضاك يسمى فضاء الثنوية والذي نرمز له بالرمز (۰0)0 


خواص: 

1- الفضاء (2")42 هو فضاء شعاعي. 

2- (©)'ء (2)2 بشكل كثية 

مثال (1): لنأخذ التابع الشهير تابع هيفسيد (116805106) المعرف كما يلي 
if :x>0‏ 1[ 
H(x)=40.5 if :x=0‏ 
f x<0‏ ۵ 


عندئذ من أجل أي تابع (2)62 > (×)« يكون التابعي التاليه توزيعاً (خطياً ومستمراً): 





ضام “] - عدوم )11 ”] = (HC)‏ 





مثال (2): (توزیع دیرك) 31:0٥‏ -ق- 
من أجل کل "8 ےہ الشكل التالي: (ہ)م > (م) 5 هو تابعي خطي ومستمر 


ديراك ويرمز له بالرمز ي8 








إنا لکل ©)طءو: ومہے-م 
حالة خاصة : إذا كانت متتالية التوزيعات (1 موافقة لممتالية توابع ,/ قابلة للتكامل 
موضعياً على ومتقازبة من التابع تر قعندئذ يمكن البرهان على أنه من أجل كل 
مجموعة متراصة © > × تتقارب التتالية [/) من التابع کر فی فضاه التوزيعات 
I)‏ 
تعريف -9-: 

نقول التوزيع 7 ينعدم في مجموعة مفتوحة 2 من "8 إذا كان 1)0(=0 من 
أجل جميع التوايع (2)2 > بم التي دعامتها من ©. 
تعريف -10-: 

نسمي متمم أكبر مجموعة مفتوحة في © ينعلم فيها التوزيع ١‏ بدعامة التوزيع 
آ وئرمز له بالرمز (1)ممنا5. أي أن دعامة التوزيع هي أصغر مجموعة مغلقة ينعدم 
خخارجها التوزيع. 
8-29-1- مفهوم الاشتقاق في فضاء التوزيعات 

سنعتمد في دراسة حلول المعادلات التفاضلية الحزئية ذات الشروط الحدية على 
مفهوم الاشتقاق في فضاء التوزيعات والني يعد تعميماً لفهوم المشتقات العادية 
تعريف-11-: 


وى ) > 2 و(مه .وى ه) - وز(تكم) 


و ,© أعداد صحيحة موجبة ولنضع: 


(D°TXe)=(-DT(D°p), vpe D(A) 
مثال (3) : لنأخذ تابع هيفسيد العرف بالشكل:‎ 


۸ 








ہد(5د)م()77)] - (و) 2 





و : (وة - (مام = پٌ[()م)۔ دمذجد) م ”] -٭ مەبد) ب(د) ١۷‏ /]- < (م)7- - (م)'11 








إذن مشتقه هو تابع ديراك وبعامة يمكن الحصول على المشتقات المتتالية من 
العلاقة التالية: (0)”م*(ح > (م)! “ا2 


(8-30)- فضاءات سوبولوف 





تؤثر فضاءات سوبولوق تأثيراً كبيراً في حل مسائل المعادلات التقاضلیة ا 






ذات الشروط ا حدیة من ے Variational Form‏ 


الذي يعد الأداة الرئيسية العناصر المنتهية 





حيث إن العلاقة المتحولية وبتطبيق علاقة غرين واختيار قضاء سوبولوف (فضاء ا حل) 


المناسب والاستفادة من الحدية تخفض مرتية المشتقات في العلاقة المتحولية (أو 








الضعية) والحصول على حلول تقريبية تعرف بالحلول الضعيفة للمسألة المطروحة. 





- القضاء (62) 1[ انضاء سويولوف سي الرتبة الأعلى ‏ 


لتكن لدينا امجموعة المفتوحة *8 0ء 


تعريف» 


العملي 3> »١‏ تعرف فضاء 






سوبولوف (1')2 من المرتبة الأولى بأنه قضاء التوزيعات التي تنتمي هي ومشتقاتها 





إلى الفضاء (17)0ء أي أ 





H'(O= fu\u e F(Q)\# e (OQ); = 12,...,n} 





إن الفضاء (©)'11 هو فضاء هلبرت بالنسية للجداء الداخلي | 


+ رون («يلة) ح عه 
1 





(n), = var + $ f 


a 





م 





2 ۵ 


۳14 





[۷ -( fê d+ "ا‎ a) 
114 )62( 7-5-1-حالة خاصة -الفضاء‎ 
هو القضاء الحزئي المكون من عناصر القضاء (2')2 التي تنعدم على الحدود‎ 
وهو فضاء هلبرت بالنسبة للجداء الداخلي المعرف على (17')2أو الجداء‎ .2 
:14)@( الداخلي التالي المعرف على‎ 
=f gradu. gradv dx 
a 


(e) 


niya) 


lla, = fleraau a) والنظیم:‎ 

أي أن: (0- داور EEG)‏ مع: ۵ مرائ× -> بس7 مو أثر 
نا (ع6هما) على الحدود 062 
مازعظة (1) : في الحالة العامة توابع سوبولوف من القضاء (7/')2 ليست مستمرة 
وبالتالي لا يمكن تعریفھا على حدود انجموعة » أي على الحدود 262 بالقهوم التقليدي 

وللتغلب على هذه المشكلة يتم استخدام مفهوم الآثر السابق. 

تعریف-13- الفضاء (8) ”11 (فضاء سوبولوف من المرقبة 70) 

ليكن 3 عنداً صحيحاً موجباً نعرف قضاء سوبولوف (9)”/ من المرتبة 20 
بالشکل التالي: 

(ہ < H"(Q)= {u\ue F(Q)/ Due (OQ); Va; |a|‏ 
حيث “2 هو المشتق بمعنى التوزيعات من المرتبة 53. هذه الفضاءات أيضاً هي فضاءات 


هلبرت مع الجداء الداخلي: (Du, Dv)‏ > روسب (3:/ة) 


e ® 


والتظيم ني هذا القضنا: "ری |22 )= رم درن 





١ 
١ 


تعریف-14- فضاءات سوبولوف (۷7۶)0 


لتكن الأعداد 0 ,م حيث 77 ع ,م 1 عندئذ نعرف القضاء (1۷"۶)9 





بالشكل : (ہہ ک [ھ| ب٢٢‏ :(گ) ۴ ء ×“ط09۱) ۶ ء ساس - () ۷'۶ 


هذا الفضاء هو فضاء باناخ يعرف قيه النظيم بأحد | 


1 





حالة خاصةة عندما 2-م نجد أن (62) ”71 - 






ملرمظة-2-: بما أن كل تابع (2)62 > م 


(©)2 . وكذلك ()2 كثيف في الفضاء (2©) ”1/7 


نتائج: 
1 - من أجل 1<0 mı‏ لدينة (0) 12 (2) ”71 (م)"71 





من أجل 0<م>مم لدینة ہم.,9(۷)٥‏ > 7 


D(0) 


H"(Q)c H(A) c HN c..<H'(Q) e H'(O)= F(O) c D(0) =3 


(8-31)- مسائل القيم الحدية: 


8-31-1-الطريقة المتحول 





إن مسألة القيم الحدية يشكلها المعطى ت الشكل القوم 


التالي: 
AU = f‏ 












وجود ووحدانية الحل مثل نظریة ميليغرام الشهيرة لحل المسألة يجب تحويلها إلى مسألة 
متحولية (أو ضعيقة) تعتمد عليها طريقة كالركين وطريقة العناصر المنتهية وحلول هذه 
المسألة المتحولية تسمى حلولاً ضعيقة. 
8-31-2- الشكل المتحولي و الحل الضعيف 

إن مسألة الشكل وی تلخص ابع 

a(u,v)= L(V); ۷۷ ال‎ 

حيث أن («,/)2 شكل ثائي ا خطیة نی الفض 11411 و (0] شکل خطي علی 
الفضاء 11 بمعنى أن .آ من فضل الثنوية ل كل 'ل> ] ٦‏ 

-15 

إذا كانت "م ح 22 جموعة مقتوحةه سنرمز ب (62)*© (التوابع من الصف 
)2 لفضاء التوايع القابلة للاشتقاق والمستمرة »! مرة فوق المجموعة المفتوحة © ) 
٤‏ عدد صحیح) 
تعریف-16-. 

نرمز ب (0.)52© للتوابع المستمرة وذات دعامة متراصة في المجموعة المفتوحة 2 
ولدینا ایض 


)ےم رفا 


-2 )6م () “© - زه 6 

-3(©) يعم (©)*© - زهت 

ملزمظة-3-: (بعض الؤلفین یستخدموت الرمز (©)2 أو (©)7© بدلا من )٥7)0(‏ 
مللعظة-4-: إن المعادلة التفاضلية الجزئية الحققة في 12 للشكل المتحولي تكون حققة 
لأن الحل نا توزيعي ينتمي لأحد قضاءات سوبولوف ولكن على الحدود 15-20 
يجب أن يكون الحل معرفا على الحدود و يجب أن ثدخل مفهوم الأثر (808) بصفته 
تعميماً لمفهوم القيم الحدية على التوايع المستمر ولكن بما أن التوزيعات التي تنتمي 


۳۴۷۲ 





لفضه ا حل -خضاء سوبولوف- غير مستمرة فإن هذا يوجب تمديدها. إن هذا يساعد في 


-علاقة غری 


تستخدم في إيجاد الشكل المتحولي 


الحصول على العلاقة الشه 





(الضعيف) لمألة الشروط الحدية. 
8-31-3-علاقة غرين: 
ستعطي للسهولة هذه العلاقة مبا: 


المعادلة التفاضلية دون اللجوء إلى القسم النظري التي بنيت في الأساس عليه هله 





العلاقة من خلال ما يعرف بنظرية الآثر. 


لتكن "۸ > © مجموعة مفتوحة ومحدونة وليكن (0) ٤۸‏ ,نه عندئذ من أجل 





کاکا لدينة ٣ا‏ ] juğax+‏ - عمط 
r‏ 8 8 
أو جس ] [Rutt =- jvğax+‏ 








حيث أن: (( نا ,... 


ا) = ا شعاع واحدة الناظم الخارجي على ٣‏ 





بن ا حصول من هنە العلاقة على الحالة ا خاصة من اجل 1 و (©)'۸ € ,=۷ 


فتجلة كفت ] دعق 
(هنه العلاقة في '۸ هي علاقة التكامل بالتجزئة (6)<- (6)! - عله ]/٠'‏ ) 
وبشكل مشابه يمكننا الخصو علی العلاقة: 7نا ج۷ ] 





(بالتعريف ال شتق الفاظمي يعرف بال شكل: د < = 


(= Vu 
8-3-نظرية لاكس - ميلغرام (وجود ووحدانية الحل)‎ 1-4 
كما ذكر فين الشكل المتحولي (الضعيف) الني نحصل عليه للمعادلة التفاضلية‎ 
باستخدام علاقات غرين وفضاءات سوبولوف لا يضمن وجود ووحدانية الحل إن‎ 


نظریة لاکس- میلغرام تضمن ذلكہ 


۴۲۶۳ 









)د مسعمر: ۷> ۷۷۰۷ lau.) <s Mf, lv‏ 
يوجد علد 0< » بحيث أنة 


la(u,v)| > aul, Ye 





3- الشكل الخطي .1(.) محدو في الفضاء 77 عندئذ المسألة التالية 
uev‏ ا 
(P) 1‏ 
la(u,»)= L(v), Yve‏ 
تملك حلاً وحيداً. 





نتيجة(1) : إذا كان الشكل (.,.)2 تنا = a), v( = a۷, (, u, v‏ فإن المسألة 
(5) تكافئ المسألة ٠۴(‏ التالية: 
(uev‏ 
{3u)=minfl(v),ve V},‏ ؤم 
UM =¥a(v,v)-L(v)‏ 





بمعنى أن التابعي # ج 7: ل المعرف بالعلاقة («)1 )٠,«(-‏ 


(«)ل يبلغ ق 





الصغرى عند ل 





- طریقة کالرکین 





تعتمد هذه الطريقة بشكل رئيسي على المقاهيم التابعية التي ذكرت في فضاءات 





سوبولوف والشكل المتحولي (الضعيف) لحل مسا يط الحدية وتعد هله 











الطريقة النوا: العناصر المنتهية. المسألة إذن هي إيجاد تابعم 7 بحيث تتحقق 
العلاقته 
a(u,y)= L(v), 77 (8-134‏ 





وتوجد قاعلة متعاملة نظامية وقابلة للعد في هذا الفضاء. لنأحذ 7 فضاء جزئي من 


Vé 














إذا تحققت شروط نظرية لاكس-ميلغرام للمسألة (8-134) عندها يوجد حل 








وحيد كماذكرنا يلاع ولا بحیٹ یکون لدیتا: ۷۷٤۷,‏ ۔(1۷> (۷, ٥)‏ أو 


الشكل المكافئ التالي: ١«,...,1,2=ز‏ ,(ر©)آ- (رو,.نا)ة ويكتابة الل بشكل 





,هي 3 - ,نا وبالتعويض ف 





تركيب خطي بدلالة عناصر القاعلة ۴ 


العلاقة الأخيرة نجد: 8, 





,(ره)آ - زرب 





(«,)ه ثناثي الخطيةء فنجد العلاقة الأخيرة تأخذ الشكل: 


j=12,...,m‏ ,(ر0ا - ,0:۷ 2ا“ 


وهذا الشكل يثل جملة «: معلالة خطية تكتب مصفوفاتياً بالشكل التالي 
8B‏ سے س4ر حيث: 


| 2 ۱ 






المسيهاة e.9)...‏ 
7 8 د 4 
((ہاہ (o.90)‏ | 


B=Î : 
1 ہما‎ 


(8-33)- طريقة العناصر المنتهية 
تعتمد طريقة العناصر ال منتهية على 





عناصر (وفق هندسية شروط محلدة) مثلثاتية 
2- اختيار فضا الحل الناسب (حسب الشروط الحدية العطاة)ء أي قضاء سوبولوف 


المناسب للح 


Ve 





3- بتاء قضاء جزئي منته البيعد -يسمى قضاء العتصر المنته- من قضاءات الحلول والني 
تكون عناصره كثيرات حدود قطعية (على أجزاء) معرفة على عناصر مثلثية الشكل 
أو رباعية الشكل واختيار توابع القاعلة. 

4 الحصول على جملة المعادلات الجبرية ا لخطية المتاسبة وحلها على الحاسب الآلي. 

)Ray|eigh-Ritz) jaıر-ıılر طريقة‎ -)8-34( 

8-34-1-حل مسألة ديريخليه (01110) الحدية ( ببعد واحد) 

تعتبر مسائل المعادلات التفاضلية ا حدیة من المسائل الامة في العلوم الفیزیائی 
وا مندسیة . ويتم كما هو معلوم حل هذا النوع من المسائل بالطرق العلدية التقريية 
وقد تم في هذا العمل معالحة مسألة دیریخليه الشھیرۃ ونحن في هذا الفصل سنعرض 
حل هذه المسألة أولا بطريقة (عان۴-عاءاره۴) ثم تحل هذه المسألة بطريقة الفروق 

المنتهية ومن ثم ناخذ مثالا عدديا (معلالة تفاضلية من المرتبة الثانية بشروط حلية ) 

ونعالج نفس المثال بطريقة الفروق المنتهية (مستخدمين طريقة غوص-سايدل لحل جملة 

المعادلات الخطية التي نحصل عليها) ونقارن بين النتيجتين. 

لتكن مسألة ديريخليه 16د 18)) التالية: 
8-135( ۱>×ک٥ for‏ «)ر دم )و + ك.ض)م)4- 


مع الشروط الحدية: y(0)=y(1)=0‏ 


هذه المعادلة التفاضلية تصف هندسيا أو فيزيائيا ما يسمى بالسهم (او الانحراف 


(×)ر جلجائز طوله 1 مشدود حسب حورہ بقوة (٭)م وخاضع لحمل عرضاني 
(مقطعي ) 14 بوحدة الطول «ك وحمول من طرفيه 0 و 1 ويعبر السهم عتدئق 
المقطع في نقطه فاصلتها 6 وهو عيارة عن الحل لمسألة النهايات من الشكل (8-135) 
حيث: برج - (*٭)٩‏ حيث 8 هو معامل يونع 80001 هداملا للملنة المكونة 
للجائز و (*)1 العزم الآأساسي الداخلي لمقطع الجائز في التقطة ×. ستفرض أ 


f(x) e C[0,1]s p(x) e C' [0,1]‏ ۔(×)ءکما سنقرض أنه یوجد ثابت 0 < #بحيث أن 


ام 





ني 8-136( 1ے > کہ p()=5>0 fr‏ 


گل x <I‏ وك عمر ۰ <واہ 





هنه القرضيات ستكون كافية لضمان وحدانية الخل للمسألة (8-135) 
نظرية (2): ليكن التابع [61] ٤ء‏ (ضام ر [01]©ء (2)ر,(<)و 
و1ك ‏ >0 r‏ 5<0<()مو 


fr 0< x <1‏ 0<جاو 








3 هو حل وحيد للمعادلة التفاضلية (8-135) إذا 
3 َ وفقط إذا كان (×)ر التابع الوحيد قي [0,1]© الني يجعل التكامل التالي أصغريا: 
I= {pC OF + qCOlu( OF = 2f (u(r (8-137 ۴‏ 
ق ٴ٤‏ 
: (يمكن العودة إلى المراجع لبرهان هذه النظرية). 
8-34-2-حل مسألة ديريخليه (٥1ء1+:0ا)‏ الحدیة ( ببعد واحد) بطريقة (-۸ع اار۸ 


(Ritz 





سنعطي آلية الحل للمسألة (8-135) بطريقة رايليه-ريتز 





(×)ر ليس فقط على التوابع في القضاء [0,1] © ولكن على مجموعات من ال 





الصغيرة مكوئة من تركيبات خطية لتوايع قاعدة راو..... رو إل مستقل 


للشروط: 





(D=0 : i‏ و-(0) م 


n 


والتقريبات: (م) به - رم ٠‏ أن حل المعادلة (8-135) يعتمد على إیباد 


© التي تجعل التکامل التالي أصغرية 





[121“([ف1 
(8-138) 





۸ زبة 2102 





1 اناو + ۲ھ 7ا 


ry 





وللحصول على شروظ الأصغرية مع اعتيار 1 تابع للثوايت: ,© .... 6 . > 
الدينة ومن هذا الشرط نحصل على مجموعة (ص×«) معادلة خطية من 


الكل ۸527 بعطرات م246 کا 61ا حیت ۸ سعزقة بالتلاقة 


1 
)8-139( ×ڑ(ہ)ر00(۸,60(.4)+(1)۰ (6)(4)۴][ < ہھ 


(۸ مصفوفة ثلاثية القطر معرفة موجبة متناظرة) و 8 معرفة بالعلاقة 
(8-140) ع ضم) فو 1[ B=‏ 


وباختيار تجزيء مناسب للمجال [0.1] من التقاط: ہم5, مھ 


,1 ,0 وتعريف القامدة 
)8-140( 


۸0-70 0 8-142) 


بشکل تام بالشكل التالية 
ر9 + رو0 + پر + ,9< یھ و ھی...,1,2 <3 


(8-143) 


وحيث أنة 








96 )وز مض رجن[‎ for eachi=1,2, 










>ز طاعوہ جار )و لع[ )سا 





۲ |): q(x for 





ادو رض[ - 1 ولمعت عور jp‏ 21 


5 





0, =) fees f(D for eachi=12,. 


2. -( je. -x)f (ax for eachi=1,2,...,n 


مثال (4): 


لتأحذ المعادلة التفاضلية: 








)8-144( (دع) مہ ٤2ے‏ پر ٭ج+؛ہر 
رط الحدية: 0 Y(0) = y(1)=‏ 

وبأعذ 01 رط 

x, =0.1i: -0,1,.....9 حیث:‎ 


عندئذ بحساب التكاملات السابقة نمحصل على مجموعة المعادلات الخطية 


۸.3-8 العطاۃ بالعناصر: 





0+4: 





(8-145) قي....ر2, اح : 4 +10- > بيريه 
9 :جه +10-د ريه 


b, =40sinQ.bri)[l-cos0. 1z]: 





والخل لهذه الجملة الخطية من المعلدلات يعطى بالشكلة 


۲۷۹ 





01ء یے 0312ء ہ6 

09549641893> ,0 58ء مت 

C, =0.9549641893‏ 4577ء یت 

0-5-1 08123410598- ب 
)8-147( 03102266742 -- :6 


والتقريب (×) ,€4 2 > ()4. البجدول(1) التالي يبين الحل مقا 
الدقيق لهذه المسألة ( ×7 «أو= ()ر): 

3 جدول (1) 
اس مسا va)‏ )6ل 


03102566742 | 3 0.00127 
.05902003271[ 05822 0.00242 
.08123410598 [0.809016993 ۰ ١00332 
.09549641896 095105662 0.00391 

1.004108771 |_ 1.000000000 0.00411 
0.9549641893 | 0.9510565162 0.001 
08123410598 | 43 0.00332 
05902003271 2 0.00242 
03102866742 | 43 0.00127 


8-34-3-حل مسألة ديريخليه (٤ء۸1ء۲iا0)‏ الحدية ( ببعد واحد) 
بطریقة الفروق المنتھیة(ت ن55 :)Di er e65‏ 

التعاج المسألة السابقة باستخدام طریقة الفروق النتھیة ثم نقارن بعد ذلك ا حل 
مع حل الطريقة السابقة (طريقة رايليه ريتز). ليكن لدينا التابعين (8×(,0)۴ وکل 
منهما ينتمي إلى الفضاه [0,1]© والمطلوب إيجاد التابع: [0,1]م© عبر المحقق 
للمعادلة: 
)8-148( )1 - )نر )و + را" 

والشروط الحلية: 




















y(0) = y(1)=0 
. هذه المعادلة هي ثقس المعادلة السايقة مع ملاحظة أن : 1 = (×)م‎ 









































(8-35)- الحل بطريقة الفروق المنتهية : 


رق المنتهية هي طريقة يتم فيها الحصول على تقریب للحل (©)لا 


في عقد التقسيم أي لتبحث عن حل: 


(8-149) 





به 


تكون ,4 قريبة جدا من ا حل الدقیق (,*«)برء حيث أن: 





۵۔(مہعار .0“(متا۔ 


بفرض أن الحل © قابل للاشتقاق مرتين في المجال [0.1] و 





(,:<)© = ,۵ فباستخدام منشو 





ايلور محصل على العلاقة 
ھ ے ٠»‏ 








ثلاث نقاط): 
وبالتعويض في (8-148) نمحصل على مجموعة المعادلات الخطية التي تكتب 
بالشكل المصفوفاتي التالي: 


A, OD, وق ع‎ (8-150) 








۸۱ 





|e, 


حیث رمزنابة (رع)6- ,٭ج (@ = f) . q‏ 
طبعا وكما هو معلوم عند أخذ المشتق الثاني فقط قي مشتق تايلور قي عيارة 
الفروق المنتهية فإن هناك خطأ صغيراً جدا ويصغر مع صغر الخطوة «اليمكن تقديره من 
عبارة الخطأ في منشور تايلور) وتم إهماله المسألة الآن هي إيجاد "8 > ,» الني هو 
حل للمعادلة المصفوفاتية: Ay. U, =B,‏ 
مثال (5) : لنعالج المثل السابق: 1ك ك0 : (×م) مو 
والشروط الحدية: 0 > (1)1 - (0)لآ هنا لاحظنة 
q()=7? ,f[«)= 27 sin( er)‏ , دومع 
فنحصل على جملة المعادلات الخطية السابقة معطة بالشكل: 
1 0 تم +م20] 
یہ #+200 100- 
)8-152( 3 
1- +200 
و 1- 


مصفوفة (9×9) تناظرية 








وجلل هذه المعادلات الخطية بطریقة غوص-ساینل مع أخذ بدہ التقریب 0 


واکان وین اکر بالجدول (2): 


للحل كماهو 





الجدول(2) .يبين حل العسألة بطريقة الفروق المتتهية 

















1 8 | ۲ 
0.1 0307362693 
تا‎ 02 
03 | 1 
2 ۳ 0.4 _ 28+ 
0.5 ٠ 099775888 ۰ 
0.6 ] ٣949409967 
07 0-30812341 
0.8 | 0.587242094 
09 ١ ٥308847855 





الجدول (3) التالي یبین الفروق بین الطریقتین والفرق مع ا حل ا 

















الجدوز بن مقارنة الحل للمسآلة ب 
|< آ×- رھ 
1 فرق العل التقيق مع حل القروق أ فرق حل القروق المنتهية مع 

و ا یری 

0.00292 800165 ١ | 

0.00499٠١ 058 

000622-99 

0.00670 000279 | 

0.00634 | 200224 

0.00546 0.00155 

0.00421 ۱ 000089 | 

0.00295 0.00054 

0.00143 0.000169 

















مثال (6): (الفروق المنتهية من أجل مسألة إزاحة: 
النعتبر مسألة الانتقال العاموحي (×)ن في النقطة × لوتر بين المحلين 0-< و 


1=× وخاضع لضغط الواحلة 





افة حمولة عامودية (:]1 . إن هذه المسألة تعني إيجاد 
التابع المستمر والقابل للاشتقاق مرتين نا على لمجال [0.1] حيث أذ: 


-u"(x)=f(x) if:0<x<1 


۴۸۳ 





















































(تعتبر هذه المسآلة ناقصية من نوع ديريخليه» 





لحل هذه المسألة نكتب أولاً المشتق الثاتي بدلالة الفروق المنتهية (المحدودة) 


f(x) کڑکا‎ 





بالشکل: 


Up = Ua, =0‏ 
وبالتالي نحصل على جملة معلالات خطية من الشكل: ۴= ل41 حيث ۸ هي 


مصفوفة 81*70 معرفة بالشكل: 





2 





را ان 
رر یا 
الصفوفة ۸ ثلاثية القطر تناظرية معرفة موجبة, يحل جملة المعادلات الخطية 
بطريقة شولسكي مثلاً وإذا كان التابع ۴ مستمراً وقابلاً للاشتقاق 4 مرات يمكننا تقدير 


الخطأ بالشکل: 





]دارع طبرو حيت اذا لايتعلق ب30 أو بط 


(8-36)- طريقة العناصر المنتهية 


حالة بعد واحد 





النعتبر مثال "مسألة الانتشار الخراري" ببعد واحد مع متغير ناقلية ()ع! » المعلدلة 
لها الشكل:(8-154) 

(ku(x))'= f(x) (8-154) 

للسهولة سنفرض الشروط الحدية الال 
u(0)=u(1)=0 (8-155)‏ 








۸4 











[0,1] فنحصل على العلاقة: 
fKCOuOON' vax = f fO0.v(x)dx (8-156)‏ 





0-(1)-(۷)0, قتجد ان 
]٢)0۷(2‏ < ×3(4) ×(۶)۶(×')۶]] - 


إذا كان (0)۷ بحقق هله المعادلة من أجل كل تابع (:)؟ المتتمي إلى بعض صفوف 





التوابع المناسبة (عادة یؤخذ من فضاءات سوبولوف). عندئذ (:)نا يكون حلاً للمعلالة 


التفاضلية الأصلية. 





لنفرض الآن أننا استعضنا عن ٠‏ حيث (100 
تركيب خطي لتوابع قاعلة خاصةة 


(8-157) ری 7 -0)تا 








تبرت لتحقق الخاصة: 0 - (1),م > (0)رم: وبالتالي 





فإن (ہ)نا يحقق بشكل آلي الحدية نظراً لکیفیة اختیارنا لہ ر٥‏ نی عبارة (×)نا 








وهكذا فإن المعادلة (8-156) تتحقق من أجل صف كبير من التوابع (۷)۸. يكن بشكل 





عام أن نتطلب ليس فقط التوابع (×)۷ تحقق (8-156) بلى تتحقق هذه المعادلة من أجل 


کل التوابع من بعض الفضاءات التابعية ذات بعد-0 مثل الفضاء ا حدد جموعة من 


بع (<),م©). وهكذا نمحصل بشكل 





د تابع قاعدة (),ك( 
عام على المعادلة: 


چ ×ف(۴),(٢٢]‏ > ×ھ[(ہ)' ب( ce,‏ 0م ] - 








بترتیب عنہ العلاقة حصل علی: 


ملع 



















(8-159) عقوم ,برع 





0 


OY; (Jax (8-160)‏ ,ج(××]] -ےپعا 
العلاقة (8-159) من أجل 1,2,3,....,0-ۃ تعطي جملة معادلات جبریة خطیة 
(س×ھ) من أجل ا جاعیل رء وتکتب هذه الجملة بالشكل: 7 - ©.)1حيثة 
E= ff, (ax‏ 
تسمى التوابع ,۷# بشكل عام توابع اختبار كما تسمى توابع القاعدة ,© توابع 
احتبار قبعة (نظراً لشكل القبعة في رسمهاا. غالياً تستخدم نقس توابع القاعدة لكلا 
الفضائين. الشكل التالي يبين مايلي: 
()- يشل هذا الشكل تابعي قاعدة غوفجيين (×)ر# و (×)ر# 
()- ٹل هذا الشكل (×)1 كتركيب خطي نوفجي للحل كتوابع قاعدة 
f 2)( o‏ 








كمثال خاص للمسألة السابقة لنأخذ توابع قاعدة معرفة كما يل 
نظامياً بالشكل: 1# - بد : جلح -8 بإن تايع القاعدة رقم زء (:),© يكونة 








1 جک کے وار + 


ا 





0 : otherwise 





رائحياً) و(2),© يأخذ القيمة 





هنه التوابع مستمرة وخطية (قطعياً 





,*والقيمة "0" في بقية العقد ر:د من أجل تر + الشكل (8). لاحظ أن 





خطي () ,بوره (2 -(110 هذه التوابع ستبقى مستمرة وخطية (قطعياً) وتأخذ القيمة 


طة × إفذ: ,4=( )رم <0 ٭)لا وھکذا جميع بقية الحدود في المجموع 


تساوي صفر وبالتالي التابع 0)0 يأحذ الشكل (۵). إن مجموعة التوابع إ(د)رم] 
تشكل قاعلة من أجل فضا التوابع المستمرة الخطية (قطعياً) المعرفة على اٹجال [0,1] 
,ود مد لاحظ ان 





مع الشرط 0-(1)د-(0)نا ومع النقاط (التي تسمى عقد) ب 





العوامل ر٥‏ يمكن أن تقدم كقيمة للحل 





ي في النقطة (العقدتة) ر× 
استخدام توابع القاعدة هذه مع اعتبار م = راء بجتاج حساب مشتقات توابع القاعلة 


هذه ثم حساب عناصر المصفوفة >1 وكذلك الطرف الان ۴ لدينا بالنسبة للمشتقات: 


کل > یا 


= e 
| 








0 otherwise 


من أجل توابع ما (*)1 بشكل عام يمكننا حساب تقريب للتكامل السابق 
(8-158) وکمٹال بسیط لتأخذ الحالة حيث 1-(1)5 (تأخذ عندئذ المعادلة الشكل 
>٢)×(‏ (×)"0) عندئذ ییکتنا حسابۂ 


جن و 


FAV 





lor j=i+1 





otherwise 








في بعض الحالات يمكن أن نقبل تقديراً (حل عددي) للتكامل: 
ff (dx‏ سب 
ملزمظة (5): 


المصفوفة >1 السابقة ثلائية القطر لأن كل من التوابع (*),#غير معدوم فقط في 





عنصرين؛ من أجل ,برد * > ,رد والتابع يكون بالطابقة معدوماً على الأقل في 
النقاط 1-:-ثر او او 1+1 . وبشکل عام إذا اختر 





وابع القاعدة معدومة فقط 
في بعض الناطق ہر5 ك > ير عندئذ تكون المصفوفة الناتجة حزمية مع أقطار ا غير 
معدومة تحت القطر و 2 حزمة فوقه 
(8-37)- طريقة كالركين (تقريب المسائل الناقصية) 
8-37-1- مسألة بواسون (یبعدین): 

طرح المسألة: لتكن 2© منطقة "نظامية " فی الستوي ,بده ذات حدود 


0. إذا كان ۸+ 2: ل تابع مستمر معطى. نبحث عن تابع 8ج 1:6 





يحقق العلاقات * 


-u"()=f(x) ٢× ء٤‎ )8-162( 


۴۸۰۸ 














فإن العلاقة الضعيفة 





البحث عن ۷ » الحققة للعلاقة: 
f gradu (x)-grad v(x )dx = ff f(x)v(x)dx (8-164)‏ 


من أجل کل تابع: €۲ ۷ 
من مزايا هذه العلاقة أنها لا تحتوي إلا على المشتق الأول جحلاف المسألة الأساسية 
التي كانت تحتوي على المشتق الثاني. 
إن طريقة كالركين للحل العددي للمسألة (8-164) تتكون من الخطوات التالية: 


1- تثبیت × تابع خطي 





ين عن بعضهم البعض لمن ۷ ) 


Or رر‎ 





ووصف الفضاء ا حزٹی ,7 ) (# > ,) كمجموعة ترکییات خطیة للتوابع , 





البحث عن تابع 1 [۷ا), أي البحث عن تركيب خطي : ,210 = ,» 


حيث ال ,»< هي اعدا لة تحقق العلاقة: 





Jf sraduh(x)grado, (x) dı 





| f(x)o(x)ax j=1,2,...,N (8-165) 


0 








تقريب كالركين بشكل مصفوفا 


لتعرف الأعداد 


grad q, (x)-gradq, (x )dx (8-166)‏ ا و 





إن العلاقة (8-162) تكافئ العلاقة: 














2: اعییھ‎ , j= N 
وإذا‎ (Au yeu وذات العناصر‎ )N×۸( إذا كانت المصفوقة 4 ذات الأبعاد‎ 





كان الشعاع- : ff, fF‏ 
ع 





ئذ يكن أن تكافئ طريقة كالركين البحث عن 
الشعاع » لا بحيث يكون: 
AU=F (8-167‏ 
حیث لا لە المرکبات: ہلاو وولا 
فنحصل على ولا وبفرض أن : (*) بورنة EES‏ 
فنقول أن ردا هو تقريب للحل نا للمسألة (8-162). 
)8-38 طريقة العناصر المنتهية (المثلثاتية-ببعدين) لمسألة بواسون: 
لحل مسألة بواسون السابقة عددیاً بطريقة العناصر المنتهية نقوم بجا یليی 





5١‏ منطقة كثيرات الحدود ,2 المقرية ل 2 وذلك بتقسيم 5© إلى 








حيث تم تثليث القرص كما في الشكل. 


2- في كل عقلة داخلية برم. 


.رم تراقق تابع من التوابع: 








5 











من © إلى ۸ وحيث آت التابع 15171 .٭ معرف بالشکل: 





ط (عقد) ل7 عدا | 





أ- ,ومعدوم في كل 


:م حيث يساوي ”" 





ب- به كثير حدود من الدرجة "1٭ علی كل مثلث ,× ,1515۳ 





3- نبني المصفوقات 4 (والتي تسمى بمصفوفة الصلابة» والطرف الثاني 7 المعطى 
بالعلاقة (8-166). 


4- تمل الجملة الخطية (8-167): إن المصغوفة 4 تكون مفرغة بمعنى أن 





عناصرها معدومة » حيث آنه في العملي لدينا 0> به إذا لم يكن ,8 و رم رأسين 
متجاورين (أي لم يكن هما ضلع مشترك) 
مثال (07): 
لنعتبر مثلاً مسألة بواسون مع شروط ديريخليه الحدية- المتجانسة في النطقة العطاۃ 


بالشکل (2) 





الشكل (2) 
مع أخذ عناصر مثلثية أيضاً (طبعاً يمكن أخذ عناصر رباعية الشكل): نسمي النقاط 
رؤوس الثلثات (ب,مھ) بالعقد أن العلاقة المتحولية لمسألة بواسون تعطى بالشكل: 
ffvuvvacdy = fff vaxdy‏ - 
8 





هذا من أجل أي توایع اختبار ((,د)× من صف توابع ما یب (/[ ,)ل 


5 
ببعض التقريبات الخطية لتوابع قاعدة خاصة: (7 <٥9),‏ =(ل)0ا 


۴۹۱ 





لنأخذ تقریب عاثل لالة البعد الواحد السابق 





(«,×)ر#الخطية على كل مثلث وتأخذ القيمة " 


لتابع القاعدة (,×) ر جطوط منقطة. باستخدام العبارة ((د) رم 3 -(إ,<)نا 


التي تعطي جملة 71*00 معادلة خطية من الشكل : 10-8 





دھد رم ٣‏ ۷]- 4 يمكن ملاحظة أن المصفوفة 5 تناظرية بالنسبة ل 1 و ز 





أعد السؤال السابق من أجل بعد واحد 





>(1)نا : ©>(0)ن. أدخل تابعي قاعلة إضاف 





6ھ : (جحاھ 


بالعبارة 








خذ المثل السايق ولكن مع فرض أن (×)۸ تابع. استخدم طر 





لحسابة ))9( با kOe, RISK‏ - - ب اقبت أن 


هذا يعطي جملة مصفوفاتية موضحة مثل المصفوفة في الشكل: 


۲ 




















مثال (8)- (Allaire)‏ 
-u"(x)= f(x) for:]0,1[‏ 
والشروط ا حدیة u(0)=u(1)=0‏ 
يكن البرهان على أن هذ السالة تقل حلاً وحيداً (#عفهل۸1 )قي 


(0)2/# من أجل (1)42 ع / الآن بتعريف التابع ()© (الني يعرف بتابع 


بالشكل: 





"۳ 





حيست پیرں((رع) ون > ولا و ميه 4,040 (*)/] ) -ية وم صفوفة 
الصلابة: پر ,0990045 ٥إ‏ )= ,۸ وبحساب بسيط تجد أنة 
1ع 


اکر 
:j=+1‏ 


1 5 








0 : otherwise 





إن المصفوفة ,۸ (حزمية) ثلاثية 





وللحصول على الطرف الأيمن ,ث جب حساب التكامل العددي: 
fr:1sisn‏ ; قاو رصوار"])- رلرة) 


1 
تدم‎ dx > 
E لت‎ 





1 


أو علاقة شبه النحرف: ])إ%(Y+ y(x).dx = +[y (x)‏ ۳ 





أو أي طريقة علدية أخرى. 
ملزعظة (6): 
إن مصفوفة الصلابة ,2 مشابهة بشكل كبير جداً للمصفوفات التي تشاهد 
عادة عند الدراسة بطريقة الفروق المنتهية. 
مسألة نيومانة 
لتكن لدينا المسألة التاليةة 


-u"+au=f for: ]0,1[ 


۹4 





عمل 











u(O0=a ; u()=8 والشروط الحدية:‎ 


هذ الم سآلة تملك حلاً وحيداً في الفضاء (©)'۸1من أجل (12)9ء / 





eR; eR‏ وحيث 2 " 2)8(<4,<0 وضمن هذا التجزيئ يكن 


البرهان على وجود ووحداتية الحل (#٣ةةا۸1)‏ والحصول على العلاقة المتحولية ١‏ 





تؤول لحل الجملة الخطية: U, = (4, (Dos‏ و 





- ,تاي حيث 





وك 0ف )رمن )/ 


) = ,ظ ومصفوفة الصلابة: 


جلدم سم ورم رمرم سوم ») ] )- ما وکذلك 


ON (O(a) × مك نكاسمر‎ 
اأ])۔> ۰(۰ط)‎ x)p,(x)ax)- a 


Ona = (ICO, (Dax + 8 


ري استخدام العلاقات 





عندما لا تكون (×) توايع ثابتة فإته من الضر 
التربيعية لحساب (تقريب) عناصر المصفوفة ,26 


طريقة العناصر المنتهية (الخطية) على المسألة: 





ریب ؛ طبق 





f ]6۱[:×ظط‎ 
u(0)=2a ; u(l)=8 والشروط الحدية:‎ 


3 


ملزعظة (7): 

من المألوف عند دراسة أي طريقة عددية التعرض لمسألة التقارب وتقدير الأخطاء 
بيقة العناصر 
التي يدرس فيها هذا الكتاب. يمكن الرجوع الى 4118152 على سبيل المثال لمتابعة 


وهكذا بالنسبة 





ونرى أن هذا الموضوع ليس من مواضيع المرحلة 





هله الدراسة. 
ملرحشق(8) 


كما يتضح ما سبق وتعد من بین الطرق الأكثر استخداما اليوم وتستخدم يشكل كبير 





۰۲ 





في الصناعة وخاصة صناعة الملاحة الجوية ومكوكات الفضاء والتووية وميكانيك 
السوائل ودراسة مسائل المد والجذر وظواهر الت وث الحراري والكيميائي والأرصاد 
الجوية وميكانيك الانشاءات وابحسم الصلب والزلازل ...وهناك برامج حاسوبية ضخمة 
في الأسواق والمخابر العلمية الشهيرة تستخدم هذا الغرض منها مثلا 
.ANSIS, MARC, SAP, ASKA, NASTRAN, ADINA, TITUS, CASMIC‏ 

لقد تم إعطاء فكرة عن هذه الطريقة التي تدرس بأشكال علة معتملة على 
فضاءات التوابع أو مباشرة ونترك تفاصيل أكثر للمهتمين والمختصين وخاصة تفاصيل 
الدراسة من أجل المعادلات التفاضلية في بعدين وبعناصر مثلثية أو تربيعية خطية وغير 
خطية وكذلك موضوع مصفوفة الصلابة العامة لجميع العناصر (للمسألة كاملة) وهو 
موضوع تخصصي لطلاب الدراسات العليا 

سنعود ثانية لدراسة مسألة الحرارة في هذه الفقرة لنبين كيفية الحصول على ا حل 
التحليلي من جهة ولإعطاء عدد من طرق الفروق المنتهية لدراسة هذه المسألة: 
(8-39)- تقربب الطرق المكافئية -مسألة الحرارة من أجل بعد واحد- 

بطريقة الفروق المنتهية: 

عرصہ السالة: لیکن التابع الستمر ۶ ۴۴,۱ جہ "1[×۸۲,٤]ء۶۲:):۱‏ 

وإذا کان ٤ا‏ ثابت موجبہ فإن السألة المكافئية التي ندرسها هي مسألة الحرارة 
الحالیةۃ: 1ء (),«)س جه ` u:)x,( e]0,1[×R‏ الي¿ 
8-168( 0< لابلاع 9 :مدال - وب)جةع)- سے 
)8-169( 0<لا, 8)1,0-0 د ن,م)ة 
u(x,0)= a(x); Vx e ]0,1[ (8-170)‏ 

حیث ٤۸‏ (۵)۸ + [0,1]» × :۵ شرط إبتداثي معطی. 


إن المسألة ((8-168) حتى (8-170)) تسمى مسألة الحرارة وهي مشابهة تماماً لما 


ذكر سابقة سنقدم فيما يلي علداً من الطرق العندية لحل هذه المسألة باستخدام الفروق 


۲ 











سنقدم قبل ذلك الخل التحلیلي التالي 
معدوم أي عنما يكوت القضیب معز 





ري» بدور يساوي 2 بالتسبة ل ۸5۰ > (5۹,1))ظ جه *2 ×7 > (1,ھ): لآ بحيث 









ا٢٣٢٣‎ (8-17) 





(x, D-kE¥(s.D=f(x,D; Vx 


U(x,0)=W(); ع‎ (8-172) 





حيث ۷ التمديد الزوجي بدور2- ل ©: بمعنى: 
W(x) = a(x)‏ 


W(x)=o(-x) , 











W(x 
ما أن نا 2 ن نكتبه على شكل سلسلة فورييه بالنسبة‎ 
افج‎ 
U(x) =‡U,()+ YU (9.cos(jze) (8-173) 
حيث أن‎ 
4 |۷)×5,۱(.ہ٤ہداز -ز بج(‎ 01.23, (8-174 





لنعوض (8-173) نی (8-171) فنجد 
U,()=0; Vt>O (8-175)‏ 


UA{D+k? RF U,(D=0; Vr>0, (8-176) 








(8-177 


(8-178) 








حيث أل 


۹۷ 





يكفي الآن ملاحظة الشرط الايتدائي (8-172) ونشر 78 على شكل سلسلة 
قورييه أي: 


(8-179) (یادہثہ۔ 31۷+ 


8-180( ۲۵ 4زم ز)دمه. (اه] 2 - ر71 
اللحصول على...,0,1,2,3 - ثر ءر#= ره. باستخدام هذه التتيجة مع (8-180) 
و (8-177) و (8-178) تحصل على: 


W, + DW, e" .cos( jee) (8-181 


بما أن: u(x,)= U(x); Vxe[0,l], ٣٢۵‏ 
فیمکن توضيح حل المسألة ((8-168) إلى (8-170) )من اجل 0 بالعلاقة: 
)٤2‏ ۷۳۰۵۰ (ن0]ے ۷۰ ہرم زدی. u) = HW, + We‏ 
حيث العوامل ,77 تعطى على شكل توابع للشرط الإبتدائي (#)نه 
بالعلاقات (8-180). 
8-39-1-الحل العددي- طريقة أولر الأمامية 
ليكن 1( عدداً صحيحاً موجباٌ ولتكن خطرة التقسيم جاه -8 والعقد 
2= از باز = ر× . ولتكن خط رة الزمن 0<ا وحيث 
0,2 =ز ماه = اء إن النقاط .؛,,:تمثل بالشبكة التالية(الشكل-13-) 
إذا كانت (,ك.ر::)»: قيم الحل للمسألة ((8-168) إلى (8-170) ) في العقدة ربد 
والزمن ,/: نرمز ب (/: للتقريب (./,ر)ءة > ره قبن علاقة الفروق المنتهية لاولر ل 
(27-7) تعطى بالشکل: 
(8-183) آ..,2,اعز f(x‏ = هل 

















± ہے E‏ ×2 
الشعل-13- 
(8-40)- تقريب المسائل الزائدية-معادلة النقل (الانتشار) ومعادلة الأمواج 
8-40-1- مسألة الانتقال (الانتشار) 
إذا كان لء )© ج C:(xDeRxR'‏ 





جر ے (ہد)ک جہ ۸×7۴ 5,0): کر 


ء داه جز ء ع ھ 





ثلاثة توابع معطلة ‏ إن مسألة النقل تعني البحث عن التابع: 
u:(x,)e RXR" +u(x, eR‏ 


يحقق العلاقةز 





VxeR,Vt >0 (8-184‏ :(ابار د زاب 





#(x,1)+ C(x, 


u(x,0)= a(x); VxeR (8-185) 





سنعطي فيما يلي أربعة غططات (طرق تقريب) فروق منتهية لتقريب الحل لا 











هذه المسألة. ستأخذ الحالة الميسطة من أجل: 0= f‏ ,©ا» - ,© - © 
حل مسألة النقل من أجل حالة خاصة 
0ئ 
نفرض أن: 
2 750-0 


عندئذ تأخذ المسألة السابقة الشكل: 


٣۷۲< (8-186)‏ ی۷۴ :0 ,)ع ( )رت + ,)ات 





u:(x,0)= a(x); ٢۴ء۶۸‎ (8-187 


۹ 

















ل هنه المسألة يعطى بالشكل: 


(ك6)-×)0 








عالجة المسألة باستخدام الفروق ١‏ -الطريقة الصريحة- 





0< ستع 


أيضاً التقاط ,/,ر 





ان (م,ز*)نا ولا إن المخططات العلدية التي سندرسها تهدف 


قرب 21ز 





زلا عنلما يكون التقريب 62[ ,'نا معلوم (طريقة 
التالي لنضع 362 ,()ه - نا ومن الممكن الحساب بشكل متتال كل 


ز .إنا ثم كل القيم 7٤ز‏ ,س 


مخطط غير المركزي -4صذ«مل1 


ا(للخطط) لنه الطريقة يعطى بالشكل 






























5 < نیع 





(Efe) 5 zt) S® 


إن القيم 162 ,”87 تحسب اعتمادا على القيم السابقة 62[ ,إل 





45,( 8 


يبرهن أن هله العلاقة مستقرة إذ 





(8-43)- مخطط لاكس- دآ 





ریب (المخطط) هذه الطريقة 








إن القيم 122 
على القيم السابقة 2 


-16-التالي: 





* القيمة المتوسطة. يبرهن أيضاً أن هذه العلاقة 





مستقرة إذا كان الشرط التالي محقق : 


(8-44)- مخطط لاکس. بف Lax -Wendroff‏ 

















في هته الطريقة سيتم إدخال التحولات الم ساعدة 77ن قي التق اط 
f‏ 4+ 
التالي: 
(وربہا.ع)] 
حر ر2 _ تح 
لوط + گج - می 
دیما 
hn‏ 
5 رف 





* القيمة المتوسطة. يبرهن أيضاً أن هته العلاقة مستقرة إا كان الشرط التالي محققاً: 
۴ >1 


(8-45)- مخطط عہ؟؟- چوما 














٥,21( (ع)ء ٭۔‎ 3 
u:z€ P1] (e) eR 


عدداً مرجب إن مسألة الأمواج المطروحة هتا تعتى البحث عن التابع:٠‏ ولیکر 





u : (z,t) € [0,1] x R* + u(z, €) ER 
بحقق العلاقات التالية:‎ 


=0 





Vz [0,12], ۷۴ < 8, 


۷٢ < 0, 








(8-47)- حل مسألة الأمواج في حالة خاصة 
نفرض أن 8۷ و کرمعدومین وأنۃ 
0 = )1( = )0( 
إذا كان © تابع دوري بدور يساوي 2 معرف بالشکل: 


vre 0,1],‏ (م)ع - (ع)ه 


.[2,0۔]| > ل 


يمكننا التحقق من أن 

vee ]0,1[. ۷۶ < 0,‏ ))4 + عافص+(م - (te‏ 
هو الحل لمعادلة الأمواج السابقة مع الشروط العطفة 
8-47-1- الحل بطريقة الفروق المنتهية 

٠‏ على انحور × حيث ۸ علد موجب صحيح والعقد 
Jj =0 2,..,N +1‏ , ولتكن خطوة الزمن 0 حيث: 
و ا 
س ما 
إن النقاط ,ا, »تئل بالشبكة التالية (الشكل-19-): 

















3 22 1 وه 2-1 2 مم 
الشكل-19- 
ليكن دا حل للمسألة المعلحة سترمز ب ا 




















پت بتر0× جی .بقل بقخرتا< (zt)‏ 


إن علاقة التقريب التي ستعطى هي العلاقة ال 






=e, و‎ 





(22), 


= vz) +g, = 





(8-190) ا 
والمقدار ,9 هو عامل تصحيح يعطى بالعلاقة: 
(وبرعاء - (رعاء2 + (-رع)عسدے 
نر مس 
8-47-2- مخطط الفروق المنتهية 


إن القيم '"7: تحسب اعتماداً على القيم السا 





0- التالي: 





فتحصل على: 


اوو 727+ 3 - (ببف+ )۸+ - 2)1 = و 











ن العلاقات (8-189) إلى 








۸ هي أشعة ذات‎ )7([ ٠ 


تیبہ و هو أیضاً شعاع قو [((ر×)۵) 





A4 





6 1 








1 








1- حل المعادلة التفاضلية الجر 8 روط 
الدیۃ 1ى من أجل : 0>>1 و ۳0 
- في التقطة 0-* ومن أجل جميع قيم 4 . /ه- - 2 في النقطة 1=× ومن أجل جميع 





قيم 6: وذلك باستخدام الطريقة الصريحة (الظاهرية) مستخدما الفر 





الشرط الحدي في التقطة: 5-0 


باستخدام الطريقة الغسمنية (كراتك تيكلسون) 





2- حل المثال السابق 





کک 





من أجل شرط البدہ: 1ت من اجل: 0>×>1 و 0 والشروط ا حلیة 
٥‏ من اجل: 0=× و =× و 0<وذلك باستخدام الطريقة الصرجة (الظاهرية) 


4- حا المعادلة العفاضلية الجزئية التالية: کن مج 


>>0 ومن أجل الشروط الحدية: 0>نا من أجل: 0 و 





× و 0< 





وسن اجل شروط اليدتتالطففن من أجل اكك0 و ۳0 ويح 80.1 





ط الحنية: 0حنا من أجل : 0=× و 1=× و 


حيت: 0:1 ومن أجل ١‏ 





ےت و 0-: وبأحذ 0.1خط و 





0< . ومن أجل شروط الیدہ انعا من لجل 


1 باستخدام الطريقة الضمتية (كراتك نيكلسوت) مستخدما طريقة جاكوبي حل 


مجموعة المعادلات الخطية 


6- حل العادلة التفاضلية الجزئية ال 


















حيث : 05*>1 ومن ا لى الشروط الحدية: 0>نا من أجل : 5-0 و 1 


0< . ومن أجل شروط البدء :+آاكهةو-نا من أجز 


دو 


: 0>»>1 و 20 وباعذ 1١و‏ 





001-تاوذلك ياستخدام الطريقة الضمنية (كرانك نيكلسون) مستخدماً طريقة 
غوص-سايدل لحل مجموعة المعادلات الخطية. 










7- حل المعلدلة التفاضلية الحزئية التالية: پچ , 1کے0 من اجل شرط 


البدء : 2حنا من أجل: 0>*>1 و 6-0. والشروط 2١‏ في النقطة 0=× 
# في النقطة 1>- ومن أجل جميع قيم ؛. وذلك 
باستخدام الطريقة الصريحة (الظاهرية) مستخدماً الفروق المركزيةة خحذ 8-0.1 و 
.k=0.0025‏ 








ومن أجل جميع قيم .1= 












8- حل المعادلة التفاضلية الجزئية التالية: (1,») ج =(1,) 2 


چ .٥ر‏ 





0ا .من أجل الشروط الحدية: 0>1 ,0,4(=1)1,(=0)وشروط اليده: 
1ك 05 : = (0,*)». إذا علمت أن ا حل التحلیلي يعطى بالعلاقة: 
h=0.1, k=0.0005 : iz.u(x,1) = e” sin(r)‏ ثم h=0.1, k=0.01‏ 

9- لناخذ المعادلة التففضلية الجزئية التاليةة (1,:) 





g02 , (xD 
,من أجل الشروط الحدية: 0>1 ,0 > (/,2)» ع 0,0)٭وشروط البدہ : خذ:‎ <0 
.-0.1,-1 
,<0 حل المعادلة التفاضلية اللحزئية التالية: (1,) لك - (1,) 2 , 0>>2 و‎ -0 
من أجل الشروط الحدية: 4 >0 ,0 > (/,2)/- (/,0):#وشروط البدء‎ 
h=0.1, k=0.01 ıi «u(x,0) = x(2-x) : 2 
حل العادلة التقاضلیة الجزئية التالية: ,»)ل‎ -1 
: من أجل الشروط الحدية: >0 ,0,(=)2,0=0)ناوشروط البله‎ 
(-2)-(0,)خذ: 1محط‎ : 2 


2- حل المعادلة التفاضلية ا حزئیة التالية (التاقصية): 












(xt‏ , 0>>1 و0ت, 





٤ُ 











ة ره ,×ه الموضح في الشكل التالي وال نقط ربع المقطع 

الواقع بين ۴۷× و 61۸M‏ والشروط الحدية معطة بالشكل التالي على الحيط 
۷ قیمة 0“ و وعلى ا حیط 61150۸1 قیمة 1 خذ مربعات الشبکة بالشکل 
h=0.5‏ 














R= ({(x,y)\0< x 


u4(0,y) =0, (2.y) 





u(x,0) = x, u(x) = ex 
حل المعادلة التفاضلية الناقصية التالية مع الشروط ا حدیة العطاق‎ -14 


با >× >0 





(x,y)+ (x,y 





uy) = y-7 :‏ شرد (ر,0)× 
2 = )4(0 





4, 












(xy)=x, 0<x<l, 0<y<1‏ ود 

Su 

5) 

16- حل المعادلة التفاضلية الناقصية التالية مع الشروط ا حدیة العطاظ بالا 


1> >ہ بای ٤>‏ د-و)ئتٍ +رمہںچ 
ب ابن u(x,0) e CE‏ 
والشرو 1کبری0 


خذ الشبكة: ۸=0.1 





u(y) = 








7- حل المعادلة التفاضلية الناقصیة التالیة مع الشروط ا حدیة العطاق 


, 0<x<l, 0<y<1 





(0,y)=0, uly) = sinh(r)sin gy: Oy S1, 
u(x,0)=u(x)= x(l—x) : Osxs1 





والشروط الحدية 

خذ الشيكة : 0.05 = ۸=۸. 

18- لتكن التابع نا الذي يحقى العادلة التالية: 
0- 2+ 





داخل تقاط المربعة 1+=× ,ا+= وقيمته معدومة على احیط۔ اوجد 
باستخدام الفروق ا حدوہ ا حل من أجل شبكة ذات خطوة 8-0.5 ثم من أجل شبكة 
ذات طول يساوي 1. لنفرض أن خطأ التقارب يتناسب مع 7/ إحسب قيمة محسنة 
اللحل نا عند النقطة (0,0) 
9- حل المعلالة التالية: 320=0- 





حاخل تقاط الريع: 
1+ -* ,1+ دير وحيث الشروط الحلية : 


مس من اجل: 1سر و Ix‏ 


[سو من أجل: !سر و 1 کا۔ 






































ية أن المعادلات الفرقية المنتهية التي 





تکتب بالشکل : 0۳ھ حیث: 


,0,0,0) > 57 و ۸ هي الصفو 
31[ 

18 
۶ 


تحصل عليها عددها 35 





ب0 





1( آنه و‎ = (yrs) 


























على أول منحن بز بین النقطة 0.2« والنقطة 0.3-× وحيث 0<لا ونا تحقق 
الشروط: > 2 ,*10- نا ء وعلى طول مستقيم البدء 0سلا من أجل 551 0. 
21- حل العادلة التفاضلية التالية (معادلة الأمواج): 
= 27 گت 
0<x<l, t>0‏ 0۸- )نوم 
مع شروط البدء والشروط الحدية: 
u(0,)=u(l,t)=0, <0‏ 
in(xx), Osx S1, %$(x,0)=0, Osxs1‏ 
من أجل : 1-025 ,25ا 
2- حل المعادلة التفاضلية التالية (معلالة الامواج): 
xıy)-}EF(,y)=0, 0<x <05, <0‏ 
مع شروط الیدہ والشروط ا حدیقۃ 
u(0,)=u(0.5,)=0, t>0‏ 
u(x,0)=0, 0<x<0.5, $(x,0)=sin4m, Osx 0.5‏ 
من أجل: 0.25=) ,5 .0-۔ 
23- قرب الحل (5(605)54)اة - (4,)نا للمعلالة التفاضلية التالية (معلالة 


الأمواج): 1<0 ,0>:>1 ,0 - (لا,د) جه + - جورم ج 
مع شروط البدہ والشروط الحدية: 





u(0,)=u(l,)=0, <0‏ 
0<x<1‏ 0+ +۷ 9ن 
من أجل : 1-0.05 ,1 .8-0 ثم قارن الحل من أجل: 120.1 ,8-0.05 ثم مع 
5| ,01 .0-ط وقارن مع الحل التحليلي من أجل 0.5-. 
24- حل المعادلة التفاضلية التالیة (معادلة الأمواج) 


0, 0<x<l, t>0 





مع شروط البدء والشروط الحدية: 


u(0,D=u(l,t)=0, t>0 





u(x,0)=sin 2x, باک: کہ‎ $(x,0)=2rsin2rx, 05x <1 


معالحل التحليلي 





من أجل :0.1 


(2:0 صن + 2:4 دمه) :م2 هزه ح (ا u(x,‏ 





أجل 05*51 





الشروط 


اللقظط : ۸ ,$ ,1 المقابلة ل 0< ' 


أوجد الحل م 





ونقاط البده Q۶‏ ,س ذات الإحداثيات (على الترتيب) 


(0.4,0). (0.5,0)» (0.6,0) حيث التقاط موضحة بالشكل i‏ 


6- استخدم طریقة المیزات لایجاد ا لحل للمعادلة التفاضليةة 





أوجد الخل في التقاط: ۸ .5 ,1 المقابلة ل ۵< وتقاط الد 0,7 ٭ ذات 
الإحداثيات (على الترتيب) (0.6,0) ,(0.5,0) ,(0.4,0) حيث النقاط موضحة بالشكل 
الابق 
7- استخلم طريقة المميزات لآ‌یجاد الحل للمعادلة ااتفاصلیۃ 





التي تحقق الشروط: ×= 2 -ن , من أجل 0-لا من أجل 1> >0 
أوجد ا حل نی النقطة 1 المقابلة ل 0</ ونقاط اليد (5)0.4,0 و ( 0)0.5,0 





حيث النقاط موضحة بالشكل السابق. 
28- العلاقات المقابلة للمعاالة التفاضلية 





كيف يكن كتابة هاتين المعادلتين بالشكل الآتي 
a) Pray Pu) = n “(j +a}‏ 
ليده + رمره) + - مهاج = ak (i <a)‏ 








و كذلك: 
Pi (j ¬)‏ إن 
Qun) = FP;‏ 
9- بين أن حل المعلادلة التفاضلية /[+*- + 2 * في النقطة (1.1) على 





المنحن المميز وفي النقطة (1.0)هو 1.105- أعطي من أجل اعنا على المحور 
0 وذلك باستخدام التكامل العددي. 
30- لتكن مسألة القيم الحدية التالية. التي تعرف باسم مسألة نيو 
وءءع ,مار - )سب واس 
02 > ٣ء‏ × ,0 ع (ج) عد 


حيث أن الحل دا (للعلاقة القوبة) (12)09 >« و (0)9© > 








: المطلوب كتابة 
العلاقة الضعيفة (المتحولية) لهنه المسألة ولك بتطبیق علاقة غرین وبعد اختيار التابعي 
من فضاء سوبولوف التاسبہ۔ 


4 





31- لتكن مسآلة القيم الحلية التالية والتي تعرف يلسم مسألة ديريخليهذ 
xeQ‏ ا 

u() =0, xer =an 

حيث أن ا لحل س (للعلاقة القوية» »e2©(‏ و »C©(‏ ۶ الطلوب كتابة 








العلاقة الضعیفة (التحولية) لحن المسألة وذلك بتطبیق علاقة غرین وبعد اختيار التابعي 


من فضاء سوبولوف المتاسب. 





2- لتكن مسآألة القیم ال حدیة التالیقہ والتي تعرف باسم المسألة المختلطة 
-Au()+u(x)= f(x), xeQ‏ 
xer,‏ ,0= 
xer,‏ ,ع - ہج 





؟آنا ,1 - 20 - :1 
حيث أن الحل نا (للعلاقة القوية) (©)1 ٤‏ و (0*)9 > ثر؛ المطلوب كتابة 





العلاقة الضعيفة لهذه المسألة وذلك بتطبيق علاقة 





ين وبعد اختيار التابعي من 
صوبؤلوف للناسبپہ 


3-لتكن مسألة القيم الحدية التالية: 





qu'+ru = f on:a,b| 
u()= 8 
المطلوب كتابة العلاقة الضعيفة لهنه المسألة وذلك بتطبيق علاقة غرين ويعد‎ 


مم)- 
u(a)= a‏ 








ار التابعي من فضاء سوبولوق المتاسب. لخذ الفضاء (]200,8 » 
ثم برهن على وجود ووحدانية الحل (نظرية لاكس ميلغرام) وحل هذه المعادلة. 


34- لتكن مسألة القيم ا حدیة ا لمالة تیومان ا حدیة ببعد واحد) 





-4 سر برهم‎ - f on: 
ı'(0) =z' (1) 0ھ‎ 
المطلوب كتابة العلاقة الضعيفة لهنه المسألة وذلك بتطبيق علاقة غرين ويعد‎ 





ار التابعي من فضاء سويولوق المتاسب. (خذ القضاء 00,10') 


0 





ثم برهن على وجود ووحدانیة ا حل (نظریة لاکس میلغرام) وحل عنہ العادلقة 
ثم برهن نو (نظریة لاکس میلغرام) وحل 


5- لتکن مسألة النهايات التالية ميت مسألة نهايات 





بع امجهول 
في التهاياتء (تعرف أيضاً ياسم مسألة يخليه الحدية ببعد واحد) 
2 
on 0,1‏ 1- عر +ع 
0 = )1(1 = )0(« 
المطلوب كتابة العلاقة الضعيفة (المتحولية) هد 





المسألة وذلك ؛ 





غرين وبعد اختيار التابعي من فضاء سوبولوف المناسب. (خذ فضاء الحل (]71000,1). 
ثم برهن على وجود ووحدائية الحل (نظرية لاكس ميلغرام) وحل هذه المعادلة. 
لتكن مسألة النهايات التالية (لآن التابع ا جھول یحقق شروط نی الٹھای 
e(x)u(x) = f(x) on 10]‏ + )"د 
u«0)=a ; u)=8‏ 


المطلوب حل هذه المعادلة بطريقة الفروق المنتهية. 





٦ 
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نز دار ماكجر و 





1 
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Numerical analysis 


Numerical differentiation 
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Ordinary differential equation 
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Partial derivative 
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التدوير 
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فضاءات سوبولوف 
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Solution 
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Upwind method نة العلويا‎ 
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Value E: 
Variational Formulation العلاقة المتحولية‎ 
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